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Apresentacao

Este trabalho é indicado a quem quer se divertir com o0 estudo e o0 ensino da
Fisica, uma vez que experimentar a visdo de conceitos abstratos € muito prazerosa!
Numa época em que a dimensdo romantica da Fisica parece ser de acesso somente
agueles que possuem um elevado poder de abstracdo, que conseguem imaginar
claramente as entidades matematicas, surgem o0s computadores e suas
potencialidades. Mas, parece que estamos presos a condi¢cdo de alguém criar um
video explicativo de algum conceito mais abstrato para que possamos dar um
sentimento de realidade aquela fisica mais elaborada. Entdo a ferramenta que sera
apresentada nesse trabalho € libertadora dessa condicdo, na medida que € simples
de lidar e bastante comum. As planilhas eletronicas como o Excel (Microsoft-Office) e
o Calc (Linux — LibreOffice) propiciam a criacdo de ambientes graficos com muitas
possibilidades de formatacéo, duas dessas possibilidades sdo muito importantes para
0 estudo e ensino da Fisica: a primeira é a atualizacdo do valor de uma variavel por
um simples clicar do mouse, a segunda € a criacdo simples de um vetor e que também
pode ser alterado por um simples clicar do mouse. Entdo comeca a “danca” de curvas,
pontos e vetores num grafico que pode ser muito colorido e destacado, estamos
falando de dar movimento as abstracdes colocadas num grafico ou até mesmo tabela
de numeros. A tarefa de criar uma planilha para o estudo de um caso particular da
Fisica exige um razoavel entendimento dos conceitos abstratos envolvidos, assim, um
professor ou aluno que tinha receio de pensar em algum conceito sera desafiado a
superar essa barreira, e ele tera a motivacdo para o desenvolvimento da propria
abstracdo. A utilizacdo de planilhas prontas também oferece esse potencial de
desenvolvimento ao se testar as atualizacfes das variaveis, os limites das constantes,
ao ver no grafico o resultado disso e na velocidade que deseja que as coisas mudem.

O primeiro capitulo desse livro é um tutorial sobre como usar as planilhas,
cOm 0S assuntos que serao necessarios para o desenvolvimento destas. O segundo
e o terceiro capitulo sdo exemplos de aplicacdo das planilhas no estudo da Mecénica
e da Otica respectivamente, as sec¢bes de cada capitulo geralmente iniciam com a
descricdo do problema e da matematica envolvida, a principio sem a necessidade de
se consultar outra obra, entretanto se esta existir recomenda-se a colecdo dos
“Haliday”, “Tipler” e “Moysés Nussenzveig” que sdo extensamente utilizados nos

cursos de graduacao em Fisica.
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Capitulo 1 - Tépicos
1.1. Usando o Excel (Office 2010)

Nesta secdo pretendemos introduzir os topicos que serdo necessarios para o
desenvolvimento da proposta das planilhas, nos diversos assuntos e para um leitor
gue nunca teve contato com esse tipo de planilha eletrénica. Para o leitor que deseja
se aprofundar nas potencialidades das planilhas eletrénicas existem varios tutoriais
em formato “pdf’ e videos disponiveis na internet. Por uma questado de experiéncia
acumulada serd utilizado o programa Excel que vem junto com o Microsoft Office,
entretanto todas as planilhas podem ser construidas de maneira muito semelhante

usando o Calc que vem junto com o LibreOffice e que é um software livre.

1.2. Aplanilha

Uma planilha € uma matriz com linhas e colunas, as colunas séo designadas
pelas letras mailsculas em ordem alfabética, A, B, C, etc. As linhas séo designadas
por numeros inteiros em ordem crescente a partir do nimero 1. Entdo é preciso de
uma letra e um namero para designar uma célula especifica na planilha, por exemplo,
a célula A1. Uma célula pode conter um nimero, um simbolo, uma palavra ou um
texto, e pode também conter uma operacado, por exemplo, na célula C1 desejamos
somar o valor contido na célula A1 com o valor contido na célula B1. Detalhes de como

realizar operacdes serdo descritos a seguir.

1.3. A ajuda do Excel/Office 2010
Quando se clica numa célula e é digitado o sinal de igual, aparece logo acima
do cabecalho da planilha no canto esquerdo a palavra INDICE e uma ponta de seta

preta, como na figura 1.1.
Figura 1.1: Local de ajuda pelo INDICE

AN~ B AR
@ Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina
5 & = rrs R
_‘ﬁv
Colar N 7 §
Area de Transferén... Fonte
iNDICE - K f|=
A B C D E
1
2
3 1
ol
4
3

Fonte: O autor.



Ao clicar na seta preta um “menu” de opg¢des aparece, como na figura 1.2, e
ao se escolher “mais fungdes” aparece uma lista de fungdes e uma area para digitar
o nome de alguma funcdo que ndo apareca na tela, essa é a ajuda que sera
necesséria, também aparece uma breve descri¢cdo da fungdo. Em versfes mais novas
do Office a palavra INDICE n&o aparece, mas o local na tela para esse tipo de ajuda

e 0 procedimento € 0 mesmo.

Figura 1.2: Ajuda do Excel.
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19

Fonte: O autor.

Ajuda sobre esta funcio oK l [ Cancelar

1.4. Operages basicas

Para realizar uma operacédo com as células da planilha, como somar o valor
da célula A1 com o valor da célula B1, temos que obrigatoriamente escolher uma
célula para isto, digamos C1, e digitar nela o sinal de igual “=". Entdo podemos digitar
Al + B1, ou logo apos digitar “=” clicar na célula A1, digitar “+” e clicar na célula B1,
dai acionamos a tecla “enter” e o resultado da operagao sera mostrado na célula C1.
Assim, podemos alterar os valores das células A1 e B1 que o valor da soma na célula
C1 seré automaticamente calculado.

Além disso, podemos usar o recurso de “arraste” da célula C1 para generalizar
a operacao realizada na célula C1 para toda a coluna A e coluna B, ou seja, na célula
C2 seré realizada a soma A2 + B2 e assim por diante C3 = A3 + B3. Entretanto,
existem dois tipos de arraste de uma célula, clicando na célula ela fica selecionada e
clicando no canto inferior direito da célula (ja selecionada na figura 1.3a) com o botéo

esquerdo do mouse e mantendo apertado obtemos o efeito descrito acima, figura 1.3b.



A subtragdo é obtida usando o simbolo “-“, no caso das células anteriores
teriamos C1 = A1-B1.

A multiplicacao é obtida usando o simbolo
teriamos C1 = A1*B1.

A divisdo é obtida usando o simbolo “/”, no caso das células anteriores
teriamos C1 = A1/B1.

kN

, o caso das células anteriores

Figura 1.3: Célula C1.

@'qucﬂv': @'qu | =
Pagina Inicial Inserir Layout da Pagini Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina
F & Calibri -1 - A =l & Calibri 11 A
Col = Jty Col = fp - A
olar N 7 § - i« v olar N 7 § - i« -
I 8 = i ) 8 = -
Area de Transferén... Fonte Area de Transferén... Fonte
c1 - fe | =A1+B1 c1 - £ | =A1+B1
A B C D I A B C D E
1 1 2 I 3 .I 1 1 2 3
2 3 2 2 3 2 5
3 4 4 3 4 4 8
4 3 ] 4 3 6 11
5 5 =
6 A

Figura 1.3a — Célula C1 selecionada, a operacdo Figura 1.3b — Célula C1 sendo arrastada até a linha 4.

contida nela € mostrada logo acima na figura como
=A1+B1.

Fonte: O autor.

1.5. Potenciacao

Para elevar o valor de uma célula a uma poténcia, por exemplo, 2 usamos o
simbolo “V, por exemplo, C1 = A172, significa que o valor de Al sera elevado ao
quadrado. Podemos usar ainda uma poténcia fracionaria C1 = A1°(1/2) ou C1 =

A170,5 e também potencias negativas.

1.6. Uso de parénteses

O uso de parénteses serve para priorizar operagdes quando sdo usadas mais
de uma operacdo na mesma célula, por exemplo, C1 = (A1+B1)/(A1*Bl). Os
parénteses neste caso indicam que o resultado da operacdo A1+B1 sera dividido pelo
resultado de A1*B1, se nédo tivessem 0s parénteses teriamos o resultado de B1/Al
multiplicado por B1 e depois somado com Al. Temos que lembrar que a multiplicacao
e a divisdo estdo no mesmo “nivel” de prioridade e tem prioridade maior sobre a soma

e a subtracao (que estdo no mesmo nivel), isto quer dizer que uma multiplicacao sera



realizada antes de uma soma, como por exemplo em C1 = A1 + B1*Al primeiro sera

feito o produto de B1*Al e o resultado sera somado a Al.

1.7. Afuncao seno
SEN(AL1) calcula o seno do valor contido na célula Al, considerando que o

valor da célula Al esta expresso em radianos, que € um angulo expresso em fragcdes
de Pi radianos. Existe a funcdo GRAUS(A1) que converte o valor de A1 em radianos
para graus e a funcdo RADIANOS(A1) que converte o valor de A1 em graus para
radianos. O mesmo vale para a fungdo COS(Al).

Muitas vezes o corretor de texto do Excel altera SEN para SEM e com isso
aparece a mensagem #NOME?, para contornar essa situacao devemos corrigir SEM
para SEN usando CTRL + Z.

1.8. A fungéo exponencial
A funcdo EXP(AL) retorna a exponencial de A1 com a base sendo o nimero

de Euler 2,71828182845904. Na Figura 1.4 mostramos essa operacao na célula C3.

Figura 1.4: Exemplo de como realizar a operacéo de exponenciacdo de um ndmero.

P 5
m Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina
B ‘5 Calibri T11ov A AT
Colar N 7 §~- H- dy - A~
= 7 -
Area de Transferén.., Fante
C3 - Jx | =EXP(B3)
A B C D E
1
2 num exp(num)
3 1 2,718281828

Fonte: O autor.

1.9. Valor absoluto de um nimero
Muitas vezes necessitamos do valor absoluto de um numero, isto pode ser

feito com a funcdo ABS(A1), exemplo na figura 1.5.

Figura 1.5: Exemplo de como obter o valor absoluto de um nimero.

HEH92-o-|s
@ Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina
& Calibri 11 v A A
Ey -
N 7T s~ H- Sy A
j —
Area de Transferén.., Fante
Cc3 - S | =ABS(B3)
A B C D I
1
2 num ABS(num)
3 -1 1

Fonte: O autor.



1.10. Construindo gréficos bidimensionais
O tipo de grafico que usaremos ¢é o tipo “dispersdo” e suas trés variantes,
somente pontos, somente linhas suaves e com pontos conectados por linhas suaves.
Para construirmos um gréfico é preciso uma sequéncia de pontos, ou seja, uma coluna
de valores a serem representados no eixo vertical e outra coluna de valores a serem
representados no eixo horizontal. Podemos representar varias sequencias de pontos,
ou seja, varias curvas no mesmo grafico. A sequéncia para essa construcao € a

seguinte:

e Criadas, por exemplo, trés colunas de pontos, 0 primeiro passo € clicar na
aba “inserir” e depois no icone de grafico “disperséo” e entdo escolher uma

das trés formas de grafico por dispersao. Como na figura 1.6.

Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibicdo Dese

Fiiura 1.6: Construindo graficos pelo modo “Dispersao”.

]§| || ElE L Formas - ﬂ il Linhas ~ |l Area - % Linha
| ' | Kk I smartart ﬁ @B Pizza - |_ Dispersdo = E Coluna
Tabela Tabela @ Imagem Clip-Art .. R Colunas =
Dindmica = @t Instantaneo - - = Barras ~ | Dispersao trd
Tabelas llustracdes Grafic y . . bs
L] I \q‘ Fam
D27 - h «®ou | || [2ed ‘ )
A B C D E |
1 _.__" 8
2 X fi{x) =x* [f2(x}="f1ix) +50 — :
3 -10 100 150 jl'] Todos os Tipos de Grafico..
4 -9 81 131
3 -8 64 114
B -7 a3 99
¥ -6 36 26

Fonte: O autor.
e O segundo passo é na verdade uma sequéncia de passos. Depois de

escolhido a forma de apresentacdo dos pontos no grafico (passo anterior)
uma janela branca ser4 mostrada na tela. Com o botéo direito do mouse
clicar sobre a area branca e escolher a opgao “Selecionar Dados”. Uma
janela chamada “Selecionar fonte de Dados” aparecera, clicamos na opg¢ao
“Adicionar” e uma outra janela se abre perguntando o “Nome da série” que
nao precisa ser preenchida necessariamente. Clicamos entdo no canto
inferior direito da opg¢ao “Valores de x da série”, mostrado na figura 1.7 com

um circulo vermelho.



Figura 1.7: Exemplo de como entrar com os valores de “x” no grafico.
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Mome da série:
Tipo Dados || 53 o5 de Grafico
D27 I Valores de X da série:
=

A B C D | - { J K L

a Valores de Y da série:
{1 | =1

2 X fi{x) =x* |f2{x) =f1(x) |
3 -10 100 150 [ ok ] [ cancelar
4 -9 81 131
5 -8 64 114 1 *
6 -7 43 93
7 -6 36 86 0,8
8 -5 25 75
9 -4 16 66 06
10 3 9 59 == Sériel
11 -2 4 54 04
12 -1 1 51
13 0 0 50 02
14 1 1 51
15 2 4 54 0 : : : : .
16 3 9 59 0 0,2 04 0,6 08 1 1,2
17 4 16 66
18 5 25 75

Fonte: O autor.
Entdo surgira uma janela “Editar Série” e podemos clicar na célula inicial dos

valores de “x” e arrastar o mouse com o botdo esquerdo pressionado até o ultimo valor

de “x”. Dai podemos pressionar a tecla “enter” ou clicar no canto inferior direito da

janela. Aparecera entdo novamente a janela “Editar Série” e podemos fazer o mesmo

procedimento para entrar com os valores de “y” (valores do eixo vertical).

Pressionamos a tecla “enter” o grafico y(x) é construido e o Excel volta a mostrar a

janela “Selecionar fonte de Dados”, podemos entdo fazer o mesmo procedimento a

partir do segundo passo para construir juntamente o grafico de outra fungéo f(x). O

resultado é mostrado na figura 1.8.

Figura 1.8: Exemplo de como construir o grafico de fungbes

= |
SlElele|wa|uv|s|win|=

GRER

16
17

A

Fonte: O autor.

B C D E F G K L
X fi{x) =%* |f2(x) =f1(x) + 100
-10 100 150 150

9 B1 131

8 64 114 148

7 49 39 \ ﬂ

6 36 86

5 25 75

4 16 66 == S5&riel

3 3 59 == Serie2
-2 4 54

1 1 51

0 0 50

1 1 51

2 4 54 . ,

3 3 59 15 15

4 16 66
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O terceiro passo seria controlar as formatacdes do grafico, legenda dos eixos
“x” e “y”, tipo de ponto (marcador, cor, transparéncia, etc), tipo de linha (se
vai ter linha ou néo, espessura, pontilhada, etc). As linhas horizontais de
referéncia podem ser retiradas.

O quarto passo pode ocorrer quando ha a necessidade fixar os eixos. Muitas
vezes desejamos mudar os valores dos pontos, e neste caso o grafico se
atualiza automaticamente. Para fixar os valores maximos e minimos dos
eixos, clicamos no eixo para seleciona-lo e dando um duplo clic para abrir a
janela “Formatar Eixos”, mostrada figura 1.9, entdo se escolhe fixar maximo

e/ou minimo nas “Opgdes de eixo”.

Figura 1.9: Fixando os valores maximo e minimo de um eixo.

Grafico 2 - b3 =
Formatar Eixo 74
A B c D Fomatarto _______________PXZ
=
sigiz= iz Opgoes de Eixo
2 _
! 2 ! M) =x !fz[x} =l 10 ! Mimero Minimo: O Automdtico @ Fixo [0,0
| G ) | EFala] | TEn | L - -
- Preenchimento Maximo: O Agtomdtico @ Fixo [160,0
1 4 ’ Cor da Linha Unidade principal: @ Automatico O Fixo
\ ﬂ Estilo da Linha Unidade secundaria: ® Automético O Fixo

[] valores em ordem inversa

Sombra
[] Escala logaritmica

Bordas Suaves e Brihantes

Unidades de exibicio: | Menhum w

Formato 3D

Alinhamento Tipo de marca de escala principal: Externo -
Tipo de marca de escala secundaria: | Menhum w
Rétulos do eixo: Proximo ao Eixo |

Eixo horizontal cruza em:
(® Automatico

-15

O valor do ixo:

5 25 75 (O valor méximo do eixo
6 36 86

7 43 99

8 64 114

9 81 131

10 100 150

ante: O autor.

1.11. Usando Botoes:

O primeiro passo é habilitar a aba “desenvolvedor”, no Excel do Office 2010
devemos clicar na aba “Arquivo” e selecionar “opgdes”, a janela “Opgdes do
Excel” se abrira e entao clicamos em “Personalizar faixa de opgdes” e uma
nova janela se abre, como na figura 1.10, no lado direito habilitamos a opgao

“desenvolvedor”.
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Figura 1.10: Habilitando a op¢éo “Desenvolvedor’.

Geral

Farmulas
Escalher comandos em: (i

@ Personalizar a Faixa de Opgdes.

Personalizar a Faika de Opgdes:

Rewisdo de Texto

Configurar Pagina
Congelar Paineis
Copiar

Cor da Fonte

Cor de Preenchimento

/& > BB De Do T e

Fonte: O autor.

|Comandos Mais Usados V| |Guias Principais b
Salvar
Idi ﬁ Abrir A Guias Principais
o [ Abrir Arquiva Recente,., B Pagl}na Inicial
Avancado ] Atualizar tudo Area de Transferéncia
A Aumentar Tamanhe da Fonte Fante
Personalizar Faixa de Opgdes l MY Bordas 3 All.nhamento
Calcular Agora Ndmero
Barra de Ferramentas de Acesso Rapido Centralizar Estilo
suol " Classificar em Otrdem Crescente Celulas
uRlementas Classificar em Qrdem Decrescente Edicdo
| Inserir
Central de Canfiabilidade Colar & .
Colar » Layout da Pagina
Colar Especial... [¥] Farmulas
1] Comexdes Dados

adicionar > > Revisdo

» Exibicdo

e | |6
» Suplementos
10 Remocio de Plano de Fundo

e O segundo passo entdo € dado ao se clicar na aba, agora disponivel,

“‘Desenvolvedor” e logo em seguida no icone “Inserir’, uma janela pequena

“Controles de formulario” se abre com varias opg¢des de botdes, escolhemos

o “botéo de rotacdo” como mostrado na figura 1.11.

Figura 1.11: Escolhendo o “Botao de Rotagao”.

& d
Pagina Inicial

n & I
@

Visual Macros
Basic A

|=

Inserir

=

sRao

Suplementos Suplementos
de COM

Cadigo Suplementos

Layout da Pagina

Al - §

.| B E D

w M|I—"

Fonte: O autor.

Pastal - Microso

Farmulas Dados R

ﬁ?‘F‘rnpriedades
&gl Exibir Cadigo
Inserir (Modo de
Design 8 Executar Caixa de D
Controles de Formulario E5
=iV E=Ee
[El.dd : ahlCE FH
ControlesAJ Botdo de Rotagdo [Control
- B R g
#He Ad# %

¢ No terceiro passo clicamos na opg¢ao “Botao de rotagdo” e com o botao esquerdo

do mouse pressionado arrastamos o cursor sobre a planilha, um botdo sera

desenhado e ja ficara selecionado. Clicamos entdo com o bot&o direito do mouse

sobre o botdo desenhado e escolhemos a opg¢ao “Formatar controle” na nova

janela. A opcéo a ser escolhida agora é “vinculo da célula”, podemos digitar o

endereco da célula que se quer vincular a acdo do botédo, ou clicar no canto
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inferior direito mostrado com um circulo vermelho na figura 1.12, entdo ao
clicamos diretamente na célula escolhida e novamente no simbolo de entrada
(circulo vermelho). Agora € so clicar fora do botéo e ele estara habilitado, ou
seja, ao clicar no botdo o valor da célula escolhida deverd aumentar uma

unidade.

Figura 1.12: Colocando um bot&o na planilha.

Paginalnicial  Inserir  Layoutda Pagina  Férmulas  Dades  Revisio  Exibicio | Desenvolvedor Formatar
35 == &R propriedades 2H Importar
SEg ¢ B o g . e e o
=z N B & Exibir Cédigo ) 4| Pacotes de Expansdo =) o
Visual Macros Suplementos Suplementos Codigo-fonte . Painel
Basic 4NN de COM Docume
Cadigo Suplementaos Controles XML Modif
Controle giratériol  ~ e
A B C D E F H X ]
1 Formatar controle E @I
2 : 3
Tamanho | Protecdio | Propriedades | Texto Alt. |i Controle!
3 Oy | omEmne | Proteces | Propriedades || Texto AL JLmiiins.
4 l - J Valor atual: 0
5 — Valor minimo: 0 B
] | w Valor maximo: 30000 E
7 L J Alteracdo incremental: | B
8
9

Vinculo da célula:

Sombrezamento 30

AR EERERREES
LY== RN = ] WM O

OK Cancelar

(]
=

21

Fonte: O autor.

O quarto passo é dado se for necessario obter valores negativos ou decimais
para a acdo de um botdo, podemos fazer isso usando outra célula com a
operacdo de multiplicagdo do valor da célula que o botdo controla por um
decimal. Por exemplo, se a célula que o botdo controla é Al, podemos utilizar a
célula A2 =0,1*Al e a célula A2 passara a ser controlada pelo botdo com valores
incrementados de 0,1 em 0,1. Para valores negativos fazemos, por exemplo, A2
= Al - 200 e os valores de A2 comecam em -200 quando o valor do botéo é zero
e continuam negativos até o valor zero, a partir dai os valores sado positivos

novamente.

1.12. Construindo vetores

A ideia para representar um vetor bidimensional é usar um segmento de reta

entre dois pontos e a opcdo de formatacdo desse segmento com uma seta na

extremidade.

O primeiro passo entéo é criar o segmento de reta e para iSso necessitamos de

dois pontos, um que representara o inicio do segmento e outro o fim. O primeiro
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ponto sera um par (x;,y;) € 0 outro (x,,y,), podemos usar entdo quatro células,
por exemplo, (A1,B1) e (A2, B2).
e O segundo passo é construir um grafico com uma série representando esses

dois pontos, como na figura 1.13, onde foi usado (A2,B2) e (A3,B3).

Figura 1.13: Construindo um segmento de reta.

A B C D E F G

1 X Vi
2 1] ]
3 5 1
i vetor
5 1,2 4
6 1 -
T

08 4
8
q y 06
10 04 - == vetor
- 0,2 -
12
13 0 4

a 5 10

14
15 X
16

Fonte: O autor.
e O terceiro passo € a formatacdo do segmento de reta, clicamos com o botéo

esquerdo no segmento de reta selecionando-o e depois clicamos com o botéo
direito e escolhemos “Formatar série de dados”, ou € sé dar um duplo clic no
segmento de reta. Ira abrir uma janela com varias opgdes, na “opgao de
marcador” escolhemos “nenhum”, depois em “Estilo da linha” (ndo confundir com
a “Estilo da linha do marcador”) abrindo uma janela que mostra algumas op¢des

de setas, mostrado na figura 1.14.

Figura 1.14: Retirando o marcador do segmento de reta e escolhendo a seta.

Gréfico 1 - fe | =SERIE("vetor";Plan ittt s
Formatar Séries de Dados
A B C D E
1 i X Vi Opcies de Série Estilo da Linha
2 0 0 Opgles de Marcador Largura: 2,25pt | %
3 5 1
o r vetor Preenchimento de Marcador Tipo de composicio:
5 1,2 Cor da Linha Tipo de traco:
(|
6 E :
? 1 o d e Tipo de ponta: Redonda -
z 0.8 Cor da Linha do Marcador Tipo de juncdo: Arredondadas | v
5 v 0.6 Estilo da Linha do Marcador Configuracies de seta
10 04 o | Sombra Tipo inigial: Tipo final:
= 0,2 Bordas Suaves e Brihantes Tamanho inicial: E Tamanho final: | ee— e ——
12
Formato 3D —
0 Linha suavizada —9
13 8! = -9
] 5 10
14
x
15
16

Fonte: O autor.
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Agora escolhemos a ponta de seta desejada na opgao “configuragdes de seta”

e pronto, o vetor construido esta mostrado na Figura 1.15!

Figura 1.15: Exemplo de construcéo de vetor.

A B C D E F G
1 X y
2 0 0
3 5 1
vetor

4
5 1,2
5] 1
7

0.8
8
g y 0.6
10 04 - — yetor
L 0,2 -
12
13 I:I T 1

a 5 10

14
15 X

=
=i

Fonte: O autor.
Na figura 1.15 podemos perceber que se usarmos botdes para variar 0s

valores das células A2, A3, B2 e B3, o vetor mostrado sera atualizado em todas as

suas propriedades, modulo, sentido e dire¢éo.
Agora estamos aptos a desenvolver muitas planilhas para o estudo da fisica

e da matematical!
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Capitulo 2- Mecéanica

O objetivo desse trabalho é exemplificar o potencial de uso das planilhas
eletrbnicas no estudo da fisica e da matemética, assim, os temas abordados nao
seguem necessariamente a sequéncia geralmente apresentada nos livros didaticos

dos cursos de graduacgéo em fisica.

2.1. Introducéao

Olhar para as equacdes de movimento de um corpo e abstrair aspectos de
seu movimento que sejam interessantes, que motivem uma maior investigacao por
parte do aluno de um curso de mecéanica é algo bastante difici. Em meio a uma
matematica carregada de vetores que sdo entes abstratos com maddulo, direcdo e
sentido e que ainda podem mudar de ponto para ponto no espaco e, além disso,
mudar tudo isso no tempo, qualquer um pode ficar confuso! Entao visualizar exemplos,
manipular estes exemplos, o aluno mesmo construir esses exemplos, contribui para o
desenvolvimento da abstracdo tornando as planilhas eletrbnicas muito atraentes,
apesar destas ja apresentarem um carater sedutor quando se explora seus formatos
de linhas, marcadores, fontes, etc.

A facilidade de se explorar os assuntos da fisica com situa¢des problema é
mais um dos pontos que tornam atraente o uso das planilhas eletrénicas, e em alguns
casos ajudam a explicitar deficiéncias de formacéo que estavam ocultas, como por
exemplo, o entendimento de vetores e seu médulo, sua dire¢cdo e sentido. Ao desafiar
os estudantes a construirem, ou consertar, uma planilha, seus esforcos para isso os
impulsionam a refletir a parte abstrata do conteddo em questdo, e que era
negligenciada por ndo haver um bom motivo para isso.

Esse material pode ser utilizado para trabalhar a fisica ou a matematica com
académicos de graduacédo e alunos do ensino médio. Em muitos casos a matematica
utilizada extrapola o contexto do ensino médio, mas nesses casos o professor de fisica
ou matematica pode deixar de lado a parte de deducdo matematica e usar apenas as
funcdes finais, que sado as soluc¢des das equacdes mais complicadas.

Nesse capitulo veremos alguns exemplos de como aplicar os “botdes” para
evoluir em alguns casos a variavel tempo e em outros casos a variavel posicao,
angulo, etc. Mas antes disso, usaremos uma planilha para fazer uma revisdo da

matematica usada nas operagdes com “vetores”, ou seja, 0 médulo de um vetor, suas
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componentes ao longo dos eixos, soma de vetores, etc. Uma estratégia interessante

€ usar um roteiro de tarefas/desafios.

2.2. Vetores

Vamos estudar o caso bidimensional que possui grande generalidade. Para
desenvolver o roteiro de tarefas podemos pensar na decomposi¢cdo dos vetores nos
eixos x e y usando suas projecfes em tais eixos e 0s vetores unitarios (que possuem

[T “ A

modulo 1) “1” e “j” que estdo respectivamente nas diregdes x e y. Com isso, qualquer

vetor A pode ser colocado como A = A,i + 4,j, onde A, € o nimero de vezes que 0

vetor unitario “ 1" entra na componente “x” de A e 0 mesmo para A,.. Na figura 2.1
veja que decompor um vetor € o “inverso” de somar vetores, ou seja, podemos ver

que somando dois vetores A,1 e A, j obtemos o vetor A.

Figura 2.1: Os vetores e 0s eixos coordenados com seus vetores unitarios.

Fonte: O autor.

Roteiro para vetores:

e Como visto no capitulo Tépicos, construa um vetor V; e coloque ele em um
gréfico;

e Decomponha V; nos eixos coordenados e mostre os vetores correspondentes
no grafico;

e Crie botdes para controlar as componentes do vetor V;;

e Numa célula calcule o médulo e em outra a direcao do vetor.

e Construa outro vetor I, e coloque ele no mesmo grafico;

e Decomponha V, nos eixos coordenados e mostre os vetores correspondentes
no grafico;

e Crie botdes para controlar as componentes do vetor V5;

e Construa o vetor soma V; + V,, e numa célula calcule seu médulo e em outra a
sua direcéo.

e Podemos agora numa outra planilha, calcular o produto escalar de dois vetores.
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e Observe 0 que acontece com o vetor resultante do produto escalar a medida
gue variamos as componentes dos dois vetores.
e Calcule nessa planilha ainda o produto vetorial entre V; e V.
e Facaum grafico com os dois vetores e adicione um segmento de reta cruzando
os quadrantes 1 e 3 passando pela origem, “formate” o segmento com uma
linha pontilhada e com uma seta na origem do segmento para representar o
eixo z.
e Coloque no grafico o vetor resultante do produto V; x V, sobre o eixo z do
grafico.
Estas planilhas entdo possibilitardo variar as componentes dos vetores e
visualizar o que ocorre com todos os vetores envolvidos nas operacdes com vetores.
Nesse exemplo sera necessario fixar os valores maximos dos eixos do grafico
para poder visualizar o efeito de alterarmos as componentes do vetor. O resultado
final da soma é ilustrado na figura 2.2 e do produto vetorial na figura 2.3.
Figura 2.2: Planilha desenvolvida para o estudo da soma de dois vetores.
B = D E F G H | J K L M
Vetor V1
componente x| componente y| médulo comp x| médulo compy|  médulo v BRad | 6 Graus

1

2

3 0 0 3 5 6,7 1,11 63,4
4 3 6
S5

6

7

3

BH =

Vetor V2

= = = 19

componente x | componente y| médulo comp x| madulo comp y modulo V1 & Rad 6 Graus
9 0 0 3 4 6,4 0,67 38,7 —etor V1
10 5 4 14 —etor V2
11 — 1
12
13 v g | 1y
14 —
15 — 2y

4

16 Vetor V1+V2 —1 V2
17 componente x | componente y| madulo comp x| modulo compy| moduloVi+Vv2 [ BRad | 6 Graus

18 0 0 8 10 12,8 0,90 513 1
19 8 10

Fonte: O autor.
Note que para conseguirmos gerar nimeros negativos com um botéo, temos

gue usar outra célula vinculada a célula que o botdo atua, ou seja, no exemplo da
figura 2.3 usamos a célula B3 para atuagao do botdo que controla a variavel “x” e a
célula C4 para a operacdo C4 = B3 — 20. Assim, ao acionar o botao de controle de “x”
teremos os valores -20,-19,-18...,0,1,2,3... na célula C4.

Uma estratégia para a utilizacéo da planilha é zerar a componente x do vetor
azul e a componente y do vetor vermelho, entéo variar as componentes que sobraram
uma por vez, veremos que as componentes sao a projecdo, como a sombra, do vetor

gue € a soma delas.
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Figura 2.3: Planilha desenvolvida para o estudo dos produtos entre dois vetores, produto escalar e
produto vetorial.

B C D E F G H 1
1 Vetor Vi
2 componente x componente y madulo comp x modulo compy| mddulo V1 8 Rad |6 Graus
3 20 0 1] 0 5 5,0 #DIV/0! [#DIV/0!
4 25 0 5
5 rs rs
S ——— ==
7 Vetor v2
8 componente x componente y modulo comp x modulo compy| mddulo V1 8 Rad |6 Graus
9 24 0 ] 4 ] 4,0 0,00 0,0
10 20 4 0
1 20
! B B
13 15
14
15 10
16 Produto Escalar V1*v2 |Produto Vetorial V1 x V2 5
17 Escalar Vi
18 0,0 -20 ¥ ! i
13 Representagio de V1 x V2 no eixo z 20 10 5 1o 20
20 ® ¥ .
21 0 0 .'_- 10 —- W etor V1
2 14,1 14,1 — vetorv2
23 Criando o eixo z R ’ 15 Cnen Einp z
24 -20 -20 e 20 — vixV2
25 20 20 z X
76
M 4 » M| Soma | produto . Pln3 %1 K

Fonte: O autor.
Dicas para a utilizacdo da planilha da figura 2.3:

Com os vetores apresentados na figura 2.3 podemos variar a componente X
do vetor 1 (azul no grafico) e perceberemos que o produto vetorial ndo € alterado
(célula D18), assim como a componente y do vetor 2 também néo altera o produto
vetorial! Mas, essas mudancas alteram o produto escalar (célula C18) dos dois
vetores. No entanto mudancas nas outras componentes alteram o produto vetorial e
nao alteram o produto escalar! Uma boa oportunidade para pensar nas projecdes dos

vetores no eixo X € no eixo y.

2.3. Para o estudo da mecéanica é importante pensar em: O que significa resolver a
Segunda Lei de Newton?

Muitas vezes encontramos a solugéo para a equacéo diferencial que rege o

movimento de uma particula classica, ou seja, a Segunda Lei de Newton da mecénica,

mas o que estamos fazendo ao encontrar essa solugdo? Podemos escrever essa lei

como na equacéo (2.1), onde a forca Feé igual a variagédo do vetor “quantidade de

-

movimento” p no tempo.

T
Il
=

(2.1)

215
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Para o caso unidimensional de uma particula com massa constante se

deslocado na diregao “x” a equacéo (2.1) é escrita como:

, d?x(t) |
i.

F=m a2 (2.2)

Usemos agora o exemplo da Lei de Hooke onde uma massa “m” oscila presa
a uma mola de constante de mola “k”, ou seja, uma forga restauradora, contraria ao
sentido de deformacédo da mola, que quer devolver a massa a sua posicdo de

equilibrio e é dada pela equacéo (3):
F=—k%, (2.3)
onde X é o vetor deslocamento da extremidade livre da mola a partir da posicédo de

repouso (elongacao da mola).

Aplicando a Segunda Lei de Newton temos,

d’x(t)
= —kx(®). (2.4)

Geralmente, nos primeiros cursos de mecanica, somos orientados a pensar
na solucdo desta equacdo com a ajuda de uma pergunta: Qual é a funcédo x(t) que
derivada duas vezes no tempo resulta nela mesma multiplicada por uma constante
negativa? E a resposta é sen(wt)! No entanto, podemos explicitar a derivada segunda

em termos de um limite quando At — 0, ou seja,

dzxgt) . [x(t + 2At) — ngt + At) + x(t)] . (2.5)
dt At—0 At

A Segunda Lei de Newton fica entéo,

2At) — 2 A k
lim [x(t + 2At) Axtgt + At) + x(t)] _ _Ex(t). 2.6)

E agora podemos ver claramente que a solucao da equacéao (2.6) x(t) € uma
funcdo do tempo tal que ela no instante de tempo t + 2At subtraida de duas vezes ela

mesma no instante de tempo t + At e somada com ela mesma no instante de tempo

t, quando At — 0 resulta na propria funcdo x(t) multiplicada pela constante —% .
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Podemos testar esse raciocinio usando uma planilha para realizar a operacéo

descrita no lado esquerdo da equacao (2.6) e comparar com a solucdo da equacao

(2.4) (lado direito) dada pela equacéo (2.7),

x(t) = xpasen(wt + 6), (2.7)

, ~ ;- k A .
onde x,,;, € a elongacdo maxima da mola, w = f; controla a frequéncia do

movimento e § a constante de fase (em que posicédo a massa esta no tempo t = 0).

Roteiro para a planilha

Temos cinco constantes nessa tarefa, x5, , k, m, w e 6, entdo devemos usar
cinco células para “guarda-las” e botées para varia-las (exceto w que varia
com k e m).

Temos que fazer um grafico para representar a equacao (2.7), entdo temos
gue criar uma coluna para os varios instantes de tempo, o intervalo de tempo
At entre um instante e outro estara numa célula controlada por um botdo com
variacdo decimal, pois queremos controlar o tamanho de At e fazer o limite
dele indo para zero. Na construcdo da coluna de tempo temos que travar a
célula que controla At usando o simbolo “$”, ou seja, se o valor de At fica na
célula F2 entdo, como na figura 4, A10 = A9 + F$2, A1l = A10 + F$2, etc .
Restam 4 colunas a serem criadas para x(t), x(t+ At), x(t + 2At) e outra
para o calculo do limite da equacao (2.6) (veja que o valor do limite deve ser
multiplicado por —%). Usaremos a equacao (2.7) para calcular os valores de
x(t), x(t + At), x(t + 2At).

Agora temos que construir o grafico das colunas x(t) e do célculo do limite

dado por pela equacéo (2.6) e variar At para comparar uma curva com a outra.

O resultado final € mostrado nas figuras 2.4 e 2.5.



Figura 2.4: Comparacéo grafica das equacoes (2.6) e (2.7) para At=1.
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A B C D E F G H 1 J L M
Komax k m W 5 At

1 1 1 1 1 1,00 x(t) = %,z Sen(wt+ §)

1
a a - l l N l [ - ] [x(t4 2A1) — 2x(t+ At) + x(tj] k ©
i‘.c—»l} At? m
L~ ] ]

t x(t)  x(t+2A1) x(t+At) Limite 150

0,00 0,84 0,14 0,91 0,84

1,00 0,91 -0,76 0,14 0,13 1,00 -

2,00 0,14 -0,96 -0,76 -0,70

3,00 -0,76 -0,28 -0,96 -0,88 050 -
4,00 -0,96 0,66 -0,28 -0,26
5,00 -0,28 0,99 0,66 0,60 0,00 —x(t)
6,00 0,66 0,41 0,99 0,91 0,00 %00 w—| imite Segunda Lei
7,00 0,99 -0,54 0,41 0,38

3,00 0,41 -1,00 -0,54 -0,50 050 1 \

9,00 -0,54 -0,54 -1,00 -0,92
10,00 -1,00 0,42 -0,54 -0,49 -1.00 1
11,00 -0,54 0,95 0,42 0,35 Area de Plotagem
12,00 0,42 0,65 0,99 0,91 -1,50 -

Fonte O autor.

Figura 2.5: Comparagéo grafica das equacdes (2.6) e

(2.7) para At=0,17.
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A B C D E F G H 1 J L M
K omix k m w & At

1 1 1 1 1 0,17 x(t) = x,c.5en(wt + &)

6
- - - ] l - ] ’ - l it [x(t+ Zatj—ZxEt-I- At) + x(t)] —Ex(tj
At—0 At
L~ ] ]

t x(t)  x(t+2A8) x(t+AL) Limite 1,50

0,00 0,84 0,97 0,92 0,92

0,17 0,92 1,00 0,97 0,97 1,00 -

0,33 0,97 1,00 1,00 1,00

0,50 1,00 0,97 1,00 0,99 0,50

0,67 1,00 0,91 0,97 0,96

0,83 0,97 0,83 0,91 0,91 0,00 —xlt)
1,00 0.91 0,72 0,83 0,83 0,00 10,00 15,00 | imite Segunda Lei
1,17 0,83 0,60 0,72 0,72

1,33 0,72 0,46 0,60 0,60 0.0 1

1,50 0,60 0,30 0,46 0,46

1,67 0,46 0,14 0,30 0,30 -1.00 7

1,83 0,30 -0,03 0,14 0,14

2,00 0,14 -0,19 -0,03 -0,03 -1,50 -

2,17 -0,03 -0,35 -0,19 -0,19

Fonte: O autor.

2.4. Movimento Bidimensional, langamento obliquo e trajetoria.

Nesse exemplo optamos por observar o comportamento dindmico do corpo

de massa m, ou seja, a posi¢cao da massa sera mostrada no grafico para cada instante

de tempo escolhido pelo botdo do “tempo”, mas sdo mantidos os pontos ja passados,

ou seja, mantida a trajetOria passada ou o rastro.

Uma outra aplicacdo da Segunda Lei de Newton € o caso de um langamento

obliquo considerando, por exemplo, o atrito com o ar, caso com amortecimento.

Veremos que neste caso as equacdes do movimento da massa m dependem do valor
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da massa. Podemos escolher a forga resistiva como proporcional a velocidade,
equacdao (2.8), uma forca que faz com que o corpo atinja uma velocidade terminal
constante, ou seja, a medida que a velocidade do corpo aumenta, aumenta a forca
resistiva até que esta se iguale a for¢a peso e a partir dai a forca resultante sobre o
corpo e, portanto, sua aceleracéo, sao nulas.
F = —bv. 2.8)
onde b é uma constante e v é o vetor velocidade da massa m.
Entdo aplicando a segunda lei no caso de uma massa m sob a acéo da

aceleragdo da gravidade g, obtemos para as direcdes x e y:

d*x dx
—=— 2.9
e dt’ (29)
d*y dy
— =—-mg—b—. 2.10
e mg —b dt (2.10)
Cujas solucbes para as velocidades e posi¢coes sao:
_bt
V() = vyoe ™, (2.11)
mv _bt
x(6) = xo +— > (L—e"m), (2.12)
mgy _bt mg
v, (£) = [vyo + T] em——, (2.13)
m?g  mvy, _bty  mg
y(t)=yo+l—b2 +— l(l—e m)—Tt, (2.14)

onde v, € v,, s8o as velocidades na direcédo x e y respectivamente no instante inicial

t =0, x, € y, S840 as posi¢cdes no eixo x e y respectivamente no instante inicial t = 0.
Agora podemos implementar uma planilha para simular estas equacoes,

mostrando as duas trajetérias da massa m, uma com atrito e outra sem atrito.

E possivel eliminar a variavel tempo nas equacdes para x(t) e y(t) e obter y(x).

Roteiro
e Temos sete constantes a considerar e que podemos querer variar, as inserimos

como na figura 2.6:
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Figura 2.6: Inserindo as constantes do problema e seus respectivos botées na planilha.

m b Xp ¥o
01 0.02

e e g
» =)=

Yz Lﬁ_‘,'l} g
0 0 1 3
"*{1]['1][1][*]

Fonte: O autor.

Podemos fazer um comparativo das equagbes do movimento com e sem
amortecimento, além de x(t) e y(t) calculamos as componentes da velocidade
da massa m, como indicado na figura 2.7. O botdo nessa figura 2.7 faz variar o
“tempo”, lembrando que temos que usar células auxiliares para o incremento ser
decimal ao acionar o botdo, por exemplo, se o botdo incrementa a célula A4
usamos para a célula onde esta o valor do tempo A3 = 0,1*A4. Estes valores de
posicao serdo usados no gréafico das trajetorias com rastro para marcar a posi¢ao
das massas no instante de tempo dado pelo botdo que varia o tempo.

Figura 2.7: Planilha com o célculo das posic¢des e velocidades em fun¢éo do tempo.

b#0 b=0
t xt) | yit) | (8] v(e) x(t) yit) v (t) | vz
13 11 | 34 | 038 0.4 13 4.0 1 1.1
13

FY

-

Fonte: O autor.

Agora podemos construir o grafico com as coordenadas da massa m com
amortecimento (b#0) e sem amortecimento (b=0), mas podemos tornar o
grafico mais atraente ao incorporar nele mais informacdo sobre as duas
trajetorias, ou seja, mostrar as trajetorias ao passo que a massa se desloca
deixando um rastro. Para isso usaremos um truque, calcularemos as posicoes
x(t) e y(t) para uns 100 instantes de tempo para ambos 0s casos de
amortecimento e usaremos a funcdo SE, descrita mais adiante, para mostrar
no gréfico todas as posicoes x(t) e y(t) que antecedem o valor do instante de
tempo que o botdo que varia o tempo escolhe. Por exemplo, se o instante
escolhido pelo botéo € t = 5 entéo todos os valores de x(t) e y(t) parat <6
serdo os calculados pelas equacoes (2.12) e (2.14) aparecendo no grafico, os
valores de posicdo para valores maiores de tempo serdo zerados pela funcao
SE. Ao clicar no botdo mais uma vez os valores de posi¢cdo para t = 6 serao

acrescentados no grafico.
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Temos entdo os pontos das duas trajetérias em cinco (5) colunas, uma para
todos os tempos t, outras duas para x(t) e y(t) com b # 0 e outras duas para x(t) e
y(t) com b = 0. Nestas colunas entdo usaremos a fungao “SE” (descri¢cao e sintaxe
na figura 2.8), o teste na coluna de x(t), por exemplo, como na célula B15 € mostrado
na area de funcdo a operagdo como: =SE(A$8>=A15;C$2+A$2*ES2/BS2*(1-EXP(-
B$2*A15/A%$2));0), ou seja, SE o valor em A$8 é maior ou igual ao valor em Al5 a
funcdo SE retorna para a célula B15 o valor de C$2+A$2*E$2/BS2*(1-EXP(-
B$2*A15/A%2)) que € o calculo da equacao (3.12) para a posicao x(t), sendo retorna

o valor zero 0. O resultado da planilha esta mostrado na figura 2.9

Figura 2.8: Descri¢ao e sintaxe da funcdo SE.
@) Ajuda do Excel o B OE3

%N aMe @ é

~ B Pesquisar -

Descricao

A fungdo SE retornara um valor se uma condigdo que vocé —
especificou for considerada VERDADEIRO e um outro valor se

essa condigdo for considerada FALSO. Por exemplo, a farmula
=5E(A1=10,"Mais que 10","10 ou menos") retornara "Mais que

10" se A1 for maior que 10 & "10 ou menos” se A1 for menor que
ouigual a 10

Sintaxe

SEitestE_lﬁgico, [valor se verdadeiro], [valor :

A sintaxe da funcdo SE tem os seguintes argumentos

» teste logico Obrigatdrio. Qualquer valor ou expressdo

que possa ser avaliado como VERDADEIRO ou FALSO

Par exemplo, A10=100 & uma expressio ldgica; se o

valor da célula A10 for igual a 100, a expressio serd v
m} | >

Ajuda do Excel | | @ Offline

Fonte: O autor.
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Figura 2.9: Planilha do movimento bidimensional com langamento obliquo e considerando forca de

atrito.
B15 - fo || =SE(ASB>=A15,C$2+A327ES2/BS2*(1-EXP(-BS2*A15/A52));0)
B C D E F G H | J K L M N 0 P
1 Xo|¥Yo |Vxo [Vyo| 9
2| 01 Joo2lo] o] 1 [5]3
3 - = [=| = INE= 9.0 —*—b#0
4 b4 - v - e by = ()
5
—> v(b #0)
6 b#0 b=0 7,0
- (b = 0)
R R (8] vy (O x|y |2, (8 1, (8) v(x) amort
8 | 21 1,7 128| 07 |-19]21|3,9] 1 -1.3 5.0 y{x) sem amort
9 - y(t)
10| |~ o
1 — 3,0 '
12 Tracando a trajetoria -
13 b#0 b=0
14 t x(t) [y(t)| x) | vt)
15/ 01 |01 lo5]01]05 1.0
16 02 02|09 02|09
17 0,3 03 (130314 T T T T T !
128 04 nal17l nal 18 1.0 2.0 30 4.0 5.0 6.0

Fonte: O autor.

Dicas para utilizacdo da planilha:

A descricdo que usamos para esse problema traz uma dificuldade para o Excel
ou qualquer outro programa, que € a divisao por zero, e ao fazer b = 0 o Excel acusa
uma diviséo por zero colocando #DIV/0! na célula em que isso ocorre. Para contornar
isso recorremos a funcdo SE, por exemplo, para a posicao x(t) na célula B8 colocamos
SE(B2=0;C2+E2*A8;C2+A2*E2/B2*(1-EXP(-B2*A8/A2))), ou seja, se b =0 entdo o
calculo na célula B8 serd C2+E2*A8 que € x(t) = x, + vyot, Oonde expandimos a
exponencial na equagdo 2.12. Entao “corrigindo” y(t), v,(t) e vy, (t), para b =0 a
trajetoria vermelha coincide com a azul. Além disso, para b # 0 podemos examinar o
tempo para a tingir o ponto mais alto da trajetéria, o maior alcance horizontal e vertical.
2.5. MHS amortecido

Podemos aproveitar a se¢cao anterior para explorar o caso da massa m estar
presa a uma mola e oscilar na direcao x, ou seja, sem levarmos e conta a for¢a peso
explicitamente, ela estard embutida na propria forca de atrito. A segunda Lei de
Newton nesse caso € semelhante a equacao (2.10) onde trocamos a for¢ca peso pela
forca da mola sobre a massa, ou seja, a Lei de Hooke onde a forca restauradora é
proporcional a elongacao da mola.

d*x dx

m— = —kx —b—.

= 2.15
dt? dt ( )

A solucéo da equacéo (4.1) é dada por,
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bt
x(t) = Xpmaxe mcos (W't +6), (2.16)

Onde x,,,, € a amplitude do movimento e a frequéncia w' é dada pela equagéo (2.17)

k ., A . . .
onde observamos que w, = \/% é a frequéncia do movimento sem amortecimento:

w' = (2.17)
A velocidade da massa é dada por:
b _bt
v(t) = —Xmax Ecos(w’t +6)+w'sen(wW't + 8)|e m. (2.18)

Roteiro da planilha do MHS amortecido

e Temos quatro constantes, k, m, b, §, que podemos querer variar e precisamos
de quatro botBes para elas. Podemos incluir nessa parte w, e w', ja que também
sdo constantes apesar de serem calculadas e ndo dados de entrada, como

representado na figura 2.10.

Figura 2.10: Constantes a serem usadas no MHS no caso amortecido e seus respectivos botdes
A B C D E F G H

Xm k m b & Wy w' T

0,1 0,14 ] 3,74 3,68 1,71

H BH BHHBHHE

Fonte: O autor.
e Resta agora o célculo de x(t), para isso podemos usar quatro colunas dos

= w R

termos envolvidos na equacao (4.2), o resultado final da planilha € mostrado na
figura 2.11:



nilha para analise do MHS amortecido.

Figura 2.11: O resultado da pla
A B

Xm

k

C

m

D
b

E
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G

.

H
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0.8

14

0,1

0,14

0
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3,68

1,71
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=

=

=

t

Exp(-bt/2m)

cos{wt +§)

(1)
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0,00

1,00

1,00

0,80

0,03

0,98

0,99

0,78

w

0,07

0,35

0,97

0,74

10

0,10

0,93

0,93

0,70

11

0,13

0,91

0,88

0,65

12

0,17

0,89

0,82

0,59

13

0,20

0,87

0,75

0,52

14

0,23

0,85

0,66

0,45

15

0,26

0,83

0,57

0,38

16

0,30

0,81

0,46

0,30

17

0,33

0,79

0,35

0,22

18

0,36

0,78

0,23

0,15

19

0,40

0,76

0,12

0,07

20

0,43

0,74

-0,01

0,00

21

0,46

0,72

-0,13

-0,07

22

0,50

0,71

-0,25

-0,14

23

0,53

0,69

-0,36

-0,20

24

0,56

0,68

-0,47

-0,25
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Fonte: O autor.

0,59

0.66

-0.57

-0.30

=

il K L M

bt
2(t) = xpg.e meos(w't + 4)

—
[k _b°

In 4m*
n m
N

—1

x(t)

-0,80

-1,00

1,00

0,80

0,60

0,40

0,20

/\

—x(t)

0,00 : :

0,00 1,0 mn\/im
0,20
-0,40

-0,60

Dicas para a utilizacdo da planilha:
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Com os botdes fica evidente a influéncia das constantes k,m, b, ou seja, ao

aumentar a constante da mola aumentamos a forca de restauracdo da mola e o

movimento tem uma frequéncia maior, a0 aumentar a massa presa a mola acontece

0 contrario, pois aumentamos a resisténcia ao movimento, mas ao aumentar b a forca

de atrito aumenta e a amplitude do movimento diminui e sua frequéncia se altera muito

pouco.

e Podemos acrescentar o comportamento dinamico da massa m a esse grafico,

para isso, temos que inserir o tempo variavel por um botao e calcular x(t) para

esse instante de tempo, a velocidade dada pela equacgéo (2.18) também pode

ser colocada como um vetor. Geralmente ha uma grande confusdo na analise

de gréficos de posicdo em funcdo do tempo, onde imaginamos que 0 corpo

segue a trajetéria da curva mostrada. Podemos aproveitar esse exemplo para

esclarecer o problema e mostrar a relagdo do movimento da massa no eixo x

e sua imagem ao longo da curva x(t). Para representar a trajetoria do corpo

usamos um ponto P(x(t),0), ou seja, se deslocando no proéprio eixo vertical, e

outro ponto P’(x(t),t) que sera a imagem de P(x(t),0) e se deslocara sobre a

curva x(t). Assim, podemos visualizar a relagdo entre a posicdo da massa m

sobre sua trajetoria e a posicdo de sua imagem em relacdo ao tempo. O

resultado final desta planilha € mostrado na figura 2.12.
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Figura 2.12: Planilha completa do MHS amortecido.
A E C

D E F G H J K L M N
1 Xm k m b & Wy w' T bt
2| o5 14 0,1 0,14 0,1 3,74 3,68 171 | *(t) = %o e mcos(w't+ 6)
3 a S - - - b . N ., . . _bt
4 v(t) = %0 | —cos(w't +8) + wisen(w't £ 8)|e ™
5 - - - A - m
6 t Exp(-bt/2m) | cos{wt+d) |  x(t) t Exp(-bt/2m) | cos{wt +§) x(t) |senfwt+8)| v(t) Ik B2
7| o000 1,00 1,00 0,50 0,63 0,64 -0,74 -0,24 0,7 -0,5 w' = e
s | 003 0,98 0,98 0,48 - 0 -0,2
9| o007 0,95 0,94 0,45 0 -0,7

w

10[ o010 0,93 0,89 0,42 10 -
1] 013 0,91 0,83 0,38 0s o
12| o017 0,89 0,76 0,34 ’ o Pt
13] 020 0,87 0,68 0,29 06 - * PIX(E),01
12 023 0,85 0,58 0,25 0 ] —_— i)
15| 026 0,83 0,48 0,20 x(t) ’
16 030 0,81 0,37 0,15 02 -
17 033 0,79 0,26 0,10 . o0 ‘ /\ P — . } ‘
18] 036 0,78 0,14 0,05 4 L " 4 5 6 7
19| 0,40 0,76 0,02 0,01 023
20 043 0,74 -0,11 -0,04 04
21| 046 0,72 -0,23 -0,08
22 0,50 0,71 -0,34 -0,12 06

Fonte: O autor.

2.6. Movimento Circular Uniforme (MCU)
Podemos usar a figura 2.13 para analisar o MCU onde a circunferéncia
vermelha representa a trajetéria da massa m (circulo azul), R é o raio da

circunferéncia.

Figura 2.13: Esquema para analisar o Movimento Circular Uniforme.

ne

x=Rcos8

Fonte: O autor.
O movimento é uniforme entdo a velocidade angular w é constante no

tempo e é definida como:

_ 46 2.19
w=—. (2.19)

Podemos escrever também,
0 =wt+6, (2.20)

onde 6 é o angulo entre o raio R(t) da circunferéncia no tempo t e 0 eixo x, e § € uma

constante de fase.
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Da figura 2.13 percebemos que as coordenadas da massa m sédo dadas
pelas equagdes (2.21) e (2.22).
x(t) = Rcos(wt + 9§), (2.21)
y(t) = Rsen(wt + §) . (2.22)

As componentes da velocidade séo obtidas pelas derivadas,

dx
1, (t) = T —Rw.sen(wt + 6), (2.23)
e
dy
v, (t) = i Rw.cos(wt + 9), (2.24)
A velocidade tem moédulo entéo v = /v, (t)? + v, (t)? = Rw.
Do mesmo modo as componentes da aceleracao:
dv, d?
a,(t) = d—vt = d_t’zc = —Rw?.cos(wt + §), (2.25)
e
dy, d%y X
a,(t) = T —Rw*.sen(wt + 6). (2.26)

2
Com médulo a = Rw? ou a = %

Roteiro para a planilha

¢ Inicialmente para referéncia construiremos a circunferéncia que sera a trajetoria
da massa m, isso pode ser feito usando trés colunas, uma para varrer o angulo
0 de —Pi a Pi e outras duas para calcular a projecao do raio R nas direcdes x e
Yy, OU seja, x = Rcosf e y = Rsenf. Assim temos as coordenadas x e y dos
pontos sobre a circunferéncia.

e Temos ainda duas constantes para controlar via botdes, w e R, além do tempo
t que se pretende variar via botao.

e Agora falta calcular x(t),y(t),vx(t),vy(t),ax(t) e ay(t) com as equacdes
anteriores.

e Vale observar que para inserirmos 0S vetores no grafico vamos precisar

desloca-los para a posicdo da massa, entdo a origem dos vetores sera a
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posicdo da massa e a extremidade (seta) sera dada pelas somas vx(t) +
x(t),vy(t) + y(t),ax(t) + x(t) e ay(t) + y(t).

e Podemos querer analisar o0 movimento da massa nas direcfes x e y, ou seja,
as projecdes do movimento. Entdo criamos dois pontos que se deslocam pelos
eixos x e y com coordenadas (x(t),0) e outro com (0, y(t)).

e E interessante mostrar no gréafico o deslocamento do raio R(t) e escolhemos
uma linha pontilhada entre a massa e a origem do grafico. O resultado final é
mostrado na figura 2.14.

Figura 2.14: Planilha mostrando a velocidade, aceleracdo, e projec6es da posicdo da massa para o
MCU.
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Fonte: O autor.
2.7. Campo Gravitacional
Outro exemplo de aplicacdo da Segunda Lei de Newton é o da forca

gravitacional, a expressao que vamos usar para esta forca € a seguinte:

- mim; .
vFlz == _G 2 T‘lz )

2.27
2 (2.27)

onde F,, é o vetor forca gravitacional que a massa m, faz sobre a massa m,, r;, é a
distancia entre a massa m, € a massa m, e ;, € 0 vetor unitario que aponta da massa
m, para a massa m,. O sinal negativo na equacéo (2.27) diz que o sentido do vetor

forca é o inverso de 7, ou seja, aponta de m, para m; mostrando que a forca é

atrativa. A Forca que a massa m, faz na massa m, € igual a —F;,. Podemos pensar
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na forca gravitacional F;, como sendo devida a um campo gravitacional G,, gerado

pela massa m, e agindo na massa m,, a expressao para a forca nesses termos fica,

Fly = Gim,, (2.28)
onde,

- my

G =-G357, (2.29)

e o significado de # agora € o de um vetor unitario que aponta da massa m, para um
ponto localizado a uma distancia r da massa. Se nesse ponto for colocada uma massa
m,, a forca que agird sobre m, devido a presenca da massa m, sera dada pela
equacao (2.28).

Vamos ver agora alguns exemplos de planilhas para esta forca.

Massas fixas e seus campos gravitacionais num ponto movel:

e Temos que ter botdes para as constates m;, m,, e para variar a posicao do
ponto P onde vamos analisar os vetores do campo gravitacional. Nesse
exemplo vamos usar a constante gravitacional como igual a 1.

¢ Adistancia da massa m; até o ponto P no plano xy pode ser obtida a partir das

posicdes da massa e do ponto, ou seja, r =/ (Xp — X;1)? + (¥p — Ym1)? COMO

mostrado na figura 2.15.

Figura 2.15: Calculo das distancias a partir das coordenadas de dois pontos.

20 -
v 18 -
16 ®
14 1 i ® ml
12 - ° m
10 - 45 —>G1
8 | — G2
c | —»G1+G2
Ty
5 |
: 0 . .
10 0 10 x 20

Fonte: O autor.



gue o cosseno do angulo nesse caso sera,

(Xp = Xm1)

(Xp — Xm1)

r

Com isso o campo na diregao x fica:

Gix =

- VGp — xm1)? + (Vp — Ym1)?

(Xp — Xm1)

[(xP - xml)z + (yP - ym1)2]3/2.

33

A componente x do campo 51 também fica em funcéo das posi¢des, lembrando

(2.30)

(2.31)

E o mesmo raciocinio se aplica a componente y e também para a massa m,.

Temos agora entdo que calcular o campo gravitacional resultante, ou seja, a

soma G = G, + G, tendo as componentes G, = Gy, + Gy € G, = Gy + Gy,

une o ponto P e as massas, é interessante tragar essas linhas.

E interessante calcular também o médulo desses vetores.

O resultado da planilha € mostrado na figura 2.16.

Para que se perceba que a dire¢cdo dos campos @1 e @2 esta sobre a linha que

Figura 2.16: Planilha do Campo Gravitacional de duas massas m_1 e m_2 em posicoes fixas.
H3 -

fe | =C2*F3/(F3~2+G372)7(3/2)

1
2
B
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

A B C D E F G H I ] K
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— 5]

— 52

— 51+ 52

-20

-10
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20

Fonte: O autor.

Dicas para a utilizacdo da planilha:

Com os valores apresentados na figura 2.16 podemos variar a posi¢cédo x do

ponto onde o campo gravitacional é analisado, curioso € notar que 0 campo cresce
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com o aumento de x até um certo ponto e a partir dai comeca a diminuir! Até esse
“certo ponto” temos entdo um campo que cresce com a distancia até as massas,
enguanto que estamos acostumados com o contrario. Esse € um bom momento para
explorar a competicdo entre termos numa expressdo matematica, ou seja, entre o
cosseno do angulo (2.30) e o quadrado da distancia, ao nos afastarmos das massas
0 cosseno aumenta e a distancia também, inicialmente o cosseno aumenta mais
rapido que o quadrado da distancia, mas o cosseno s6 pode aumentar até o valor 1,

enguanto que a distancia nao tem limite.

2.8. Forca Gravitacional e MCU.

Podemos agora analisar os campos em um ponto devido a uma massa que gira
numa Orbita circular, ou duas massas que giram em torno de um centro comum.
Estamos pensando aqui que as velocidades sao muito menores que a da luz e que
podemos usar a expressdo dada pela equacao (2.27) para estes campos, também
gue as massas nao interagem a ponto de interferir no movimento uma da outra.

¢ Na mesma planilha anterior copiamos da planilha do MCU a parte necessaria

para gerar as posi¢cdes das massas, ou seja, as frequéncias w; e w, e 0s raios
R; e R,, otempo e seu botdo também deve ser copiados.
e Podemos tracar as circunferéncias para cada raio.
O resultado é mostrado na figura 2.17.

Figura 2.17: Campos gravitacionais no plano de um sistema de duas massas que giram em torno de
uma mesma origem.

A B C D £ F G H I J K L
9 1 wi R1 Posigiio do Ponto P ml Posigio de ml Distdncia ml até P Componentes de G1
10 2 4 2 X Vi 118 X Vi X ¥ X ¥
3 wd vyl 7 0 N -0,2 -2,0 7,2 2,0 -2,04 -0,56
LI 8,0 -0,8 27 20 7,5 |G1] = 2,11
12 s ax1 ay1 - - v
13 6 3.3 318 v - m2 Posigio de m2 Distdnciam2 até P Componentes de G2
14 7 118 X ¥ X ¥ X ¥
15 8 w2 R2 N 2,0 4,6 5,0 -4.6 -1,91 1,75
g 1 5 6,75 |G2] = 6,75
16 -
10 VK2 vy2
7 97 19 4,6 - t ® mi G1+G2
18 2] ax2 ay2 1w 35,4 587 e o X v
19 13] -46 1,9 Ya0 -3,94 1,19
20 14 20 - |G1+G2] = 4,12
21 15 mi m2 ! P
22 16 t] Rcos@ | Rsenf Rcosf Rsenf 2,9.- —C G2
17| -31 2,0 0,0 -5,0 0,0 ;
B, 3,0 2,0 0.2 5,0 0,5 _.%’0 \x
24 o] g 2,0 0,4 4,9 1,0 : a0 : ; | _|
25 20| 28 -1,9 0,6 4,8 1,5 -10,0 5,0 10 oo 515/ 10,0
26 21| 2,7 -1,8 -0,8 -1,6 -1,9 5|
27 22| -26 1,8 1,0 4.4 2,4 2,08
23 -2.5 1.7 -1.1 -4.] -2.8

Fonte: O autof.
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2.9. Onda Circular
Vamos imaginar agora uma bola batendo na superficie da &gua numa piscina
com uma frequéncia constante, a primeira perturbacdo na agua se propaga em todas
as direcdes com uma velocidade v. Dali a um intervalo de tempo At (periodo) outra
perturbacdo da bola sobre a agua é gerada e a distancia de separacao dessas duas
perturbacdes (frentes de onda) € o comprimento de onda A =vAt. Se nos
posicionarmos em um ponto fixo e contarmos quantas frentes de onda passam por ali
por segundo, o nimero que resultara € a frequéncia que percebemos, ou seja, f =
1/At, ou, a cada At passa uma (1) frente de onda (ou um A).
Caracterizamos a onda com 4, v, f e podemos agora construir a planilha para
0 estudo dessa onda.
e Precisamos criar pelo menos duas circunferéncias concéntricas, esta tarefa ja
foi realizada nas planilhas do MCU (secéao 2.6) e da Forca Gravitacional (secao
2.7). Mas agora o raio dessas circunferéncias deve variar com o tempo, ou seja,
a primeira circunferéncia a ser criada tem o raio R(t + At) = v(t+At) e a
segunda R(t) = vt.
e Precisamos também de botdes para variar as constantes v e At, outro para
variar o tempo t. A frequéncia f, o comprimento de onda A serdo calculados.

O resultado da planilha esta mostrado na figura 2.18.

Figura 2.18: Planilha da onda circular.

A B E D E F H | J
1 Cincunferéncia 2 Cincunferéncia 1
2 2] x =v.t.cosB |y =v.t.senB | x = v.{t+At).cosB | y = v.{t+At).5enb v H At A=v.At |freq=1/At
3 -3.1 -3.4 0,0 4.4 0,0 1.3 256 0,8 1,04 1.3
4 -3.0 3.4 0.3 4.4 0.4 -
5 -2.9 3.3 0.7 4.3 -0.9 E H
6 -2,8 3.2 -1,0 4.2 -1.3
7 2,7 -31 1.3 4.1 17
8 -2.6 -3,0 -1.6
9 -2.5 -2.8 -1.9
10 2.4 2,6 2,2 vit)
EE 24 24 5.0 1
12 27 21 76 40 """" Onda Circular
13 2.1 1.8 2.8 3D
14 -2.0 -1.6 -3.0
15 19 1.2 3.2 ] 2.0 1 -
16 18 0.9 3.3 1,0 - o
17 A7 0.6 33 . _: . [ .
18 -1,6 0.2 -3.4 i ' i
19 1T 01 Ky -10,0 -5,0" \ 1000 F 5,0 ) 10,0
200 14 0.4 3.4 N 20
21 -1.3 0.8 -3.3 " 'n“
2 A2 1.1 3.2 N A
23 -1.1 1,4 -3.1 +40 7 ..
24 -1.0 1.7 2.9 50
7R na 20 27

Fonte_: O autor.
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Dicas para a utilizacdo da planilha:

Com o valor do tempo em zero comecamos a clicar no botdo que controla o
tempo, a primeira frente de ondas circular vai evoluir e um comprimento de onda
depois a segunda frente de ondas aparece, temos ai a visualiza¢do do que vem a ser
o comprimento de onda. Poderiamos reforcar essa sensacgéo colocando mais frentes

de ondas.

2.10. Ondas planas monocromaticas progressivas

Fisicamente as ondas planas seriam constituidas de frentes de onda com formato
de um plano infinito, ou seja, um plano que se estende até o infinito e que carrega
em todos os pontos desse plano um unico valor de campo, por exemplo, elétrico. Os
planos de igual valor de campo sdo separados um do outro pelo comprimento de
onda. No caso das ondas eletromagnéticas temos que depois do plano com valores
de campo nulo, crescem planos de valores de campos negativos, para esses casos
conseguimos uma forma semelhante usando a funcdo seno, ou a cosseno, em
funcdo da posicdo no espaco. Mas, para que a onda seja progressiva essa funcéo
também tem que depender do tempo, representamos o valor do campo num desses
planos por y(x, t). A onda se desloca para a direita no eixo x com o passar do tempo

Sé usarmos:
y(x,t) = Asen(kx — wt). (2.32)

Ou para a esquerda se usarmos,

y(x,t) = Asen(kx + wt). (2.33)

Nessas equacdes A € a amplitude da onda, ou seja, como o maior valor do

seno é um (+1), o maior valor de y(x,t) € +A. O niumero de onda k é relacionado ao
comprimento de onda por k = 27” ou seja, quantos comprimentos A (quantas frentes

de onda) cabem em 2m, x é a posi¢cado espacial onde a amplitude da onda esta sendo
avaliada no tempo t, w é a frequéncia angular que se relaciona com a frequéncia f
em Hertz por w= 2nf. Observe que y(x,t) € a mesma para todos os valores das
coordenadas y e z, ou seja, em todos 0s pontos do plano infinito que corta o eixo x o
valor de y(x,t) € o mesmo e é dado pelas equacdes (2.32) ou (2.33).

Podemos agora construir a planilha para duas ondas dessas ondas.
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Temos as expressdes y,(x,t) = sen(k;x — w;t) € y,(x,t) = sen(k,x — wyt)

para tracar as curvas no grafico, entdo temos que ter as constantes k;, wy, k,, w,, €

seus respectivos botdes. Como as funcbes sdo de x e de t temos que decidir qual

iremos variar no grafico, ou seja, teremos que construir duas planilhas.

Figura

2.10.1. Variando o tempo

Criamos uma coluna varrendo x e calculamos respectivamente y,(x,t*) e
vy, (x, t*) para um Gnico tempo que iremos variar com um botédo. Entéo teremos
um grafico de y(x,t*) com os valores de posi¢cdo x no eixo horizontal, onde t*
€ um valor dado pelo botdo de tempo. Veja que podemos fazer outro grafico

somando estas ondas ponto a ponto como na figura 2.19.

2.19: Planilha de ondas planas monocrométicas progressivas, em cima duas ondas e em baixo

a soma delas.
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Fonte:

O autor.
2.10.2. Variando a posicéo

Criamos uma coluna varrendo o tempo t e calculamos respectivamente
y,(x*,t) e y,(x% t) para um Unico valor de x que iremos variar com um botao.
Entdo teremos um gréafico de y(x*,t) com os valores de tempo t no eixo

horizontal, onde x* € um valor dado pelo botdo de posicao, ver figura 2.20.

Em ambos os casos € possivel visualizar no graficamente o fendmeno de

batimento, ou seja, ondas com frequéncias préximas e existindo na mesma regido se

superpdem construtivamente em alguns pontos e em outros destrutivamente (como o

som produzido por duas cordas de violao ligeiramente desafinadas).
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Figura 2.20: Em cima duas ondas com frequéncias proximas, em baixo a soma delas evidenciando o

batimento.
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2.11. Velocidade de fase
A velocidade com que um valor fixo de y(x) se desloca com o tempo pode ser

dy(x,t)
F}

obtido fazendo = 0. Tomando a derivada com relacédo ao tempo da expressao

na equacao (2.32) temos cos(kx —wt) = 0, ou seja, a fase da onda kx —wt pode

371'5

assumir os valores . assim, a equacéo para a posi¢do de um ponto que zera

y( ) -

a derivada ——— é dada pela equacéo (2.24),
_1( t+n 3m 5w ) Y
x=o\wttg, oo ) (2.34)

Essa equacao nos da a posicao de todos os pontos que estdo na “crista” da

onda. A velocidade com que estes pontos se deslocam no tempo € entdo dada por

dx w
V=—=—
dt k

Podemos aproveitar as planilhas anteriores para testar e visualizar este

resultado, criamos um ponto para cada onda que se deslocam com velocidades v; =

% e v, = % e obedecem as equacdes x; = wyt +g e x, = wyt +§. O resultado é
1 2

mostrado na figura 2.21.
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Figura 2.21: Pontos 1 e 2 testando as expressdes de velocidades das ondas v=w/k
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Fonte: O autor.

2.12. Velocidade de grupo

Agora queremos analisar a onda resultante da soma das duas ondas tratadas

~ - , ~ ay
na secado 9.2. A condicdo que devemos analisar entdo muda um pouco, termos P

0 onde agora Y(x,t) = sen(kyx — wyt) + sen(k,x —w,t). Como no caso anterior
kicos(kix —wyt) + k,cos(k,x —w,yt) =0, mas agora considerando arbitrarios
k., k,, w;, w, a solucdo para qualquer posicdo x e qualquer tempo t exige que as

fases anulem independentemente 0s cossenos, ou seja, kix —w; t = k,x — wyt =

3w 51

s
2’2’2

, ... € CoOMisso k;x —w;t = k,x — w,t, obtemos entdo a equacéo (2.35) para a

)

posicdo como fungéo do tempo.

Wy —W1t
X = kz _ kl ' (235)

Com a velocidade de grupo entédo dada por,

adx w,—wy
v _

g = E = m (218)

Como no caso anterior colocaremos um ponto se movendo com a velocidade
de grupo dada pela equacao (2.36) no grafico da soma das duas ondas, a planilha

construida € mostrada na figura 2.22.



40

Figura 2 22: Ponto mostrando a veIOC|dade de grupo da soma de duas ondas.
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Dicas de utilizacdo da planilha:

Colocando a curva do grafico da figura 2.22 no grafico da figura 2.21 da para

perceber como e onde as ondas interferem construtivamente e destrutivamente com

0 passar do tempo. Também é interessante testar k; # k, e k; =k, .
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Capitulo 3 - Otica

3.1. Introducéo

O estudo da dtica, assim como a mecanica, também exige muita abstracao,
ainda mais quando a luz pode ser tratada como uma onda eletromagnética e em
alguns casos como um raio ou feixe que se propaga em linha reta. No caso dos
fendbmenos de reflexao e de refracdo em interfaces que separam dois meios de indices
de refracéo diferentes, podemos usar a luz como um feixe que se propaga em linha
reta e que obedecem a lei de Snell. Nesses casos existem os angulos nos quais 0s
feixes interagem com a interface e que irdo ajudar a definir matematicamente as retas
pelas quais os feixes seguem. No caso dos fenGmenos de interferéncia e difragéo
teremos que tratar a luz como onda eletromagnética, podemos descrever essas ondas
matematicamente de maneira simplificada e mesmo assim € exigido uma boa
abstracdo do problema, pois essas ondas sé&o formadas por vetores que representam
0S campos elétricos e magnéticos e que variam no tempo e no espaco. Entdo, como
no capitulo de mecanica, o uso de botdes e vetores nos ajudaréo a visualizar algumas

situacdes com tempo ou posicao variaveis no estudo da Gtica.

3.2. Reflexao e refracéo
A figura 3.1 nos ajuda a visualizar dois meios que refratam (desviam) a luz de

maneiras distintas e por isso sao rotulados com indices de refracdo n; e n,. Assim
gue um raio de luz partindo do meio com n; com velocidade v, incide sobre a
superficie de separacdo com o segundo meio, de indice de refracdo n, onde a
velocidade do feixe agora € v,, ele se separa em dois raios, um que € o raio refletido
pela superficie e outro que é o raio refratado pela superficie. O raio refletido
permanece no primeiro meio, sendo conduzido em um angulo #; com a linha normal
a superficie que € igual ao angulo 6, do raio incidente. Mas, o raio refratado atravessa
para o segundo meio e seu desvio da linha normal a superficie depende da razéo
entre os indices de refracao e do angulo de incidéncia.

Figura 3.1: Esquema dos raios de luz, incidente, refletido e refratado na superficie de separagéo entre
dois meios de indices de refracéo diferentes.

Fonte: O autor.
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A reflexdo entdo é regida pela igualdade entre os angulos de incidéncia e de

reflexdo, ou seja:

6, = 6,. (3.1)

Por outro lado, a refracdo obedece a relacdo conhecida como Lei de Snell:

n,senf; = n,senb, , (3.2)

onde n; = Ui en, = vi , ¢ é a velocidade da luz no vacuo.
1

2

Com essas informacdes podemos agora construir a planilha para o estudo da

reflexdo e da refracao.

Roteiro para a Reflexdo e refracao.

Podemos usar trés vetores para representar os raios de luz, com a intenséo de
Ihes atribuir sentido e direcdo somente, 0 modulo € a distancia da origem do
vetor até um ponto de observacdo. Com isso necessitaremos controlar a
posicdo de seis pontos, dois para cada vetor, ou seja, um para a extremidade
inicial e outro para a extremidade final de cada um. Como trés desses pontos
estdo no mesmo lugar, ou seja, onde o raio incidente toca a superficie de
separacdo dos meios, precisaremos de somente quatro pontos, as trés
extremidades dos vetores e o ponto de separacédo (comum).

Podemos desejar variar os indices de refracdo de cada meio e entdo serédo
necessarios dois botbes para isso. E interessante usar botdes para variar o
angulo de incidéncia e podemos fazer isso variando a posi¢ao da extremidade
inicial do vetor que representa o raio incidente.

Para testar se 0s vetores estdo respeitando as relacdes das pelas equacdes
3.1 e 3.2 podemos usar uma linha tracejada ligando a extremidade inicial do
raio incidente com a extremidade final do raio refratado, ou seja, quando n, =
n, nao deve haver desvio.

Um recurso que podemos usar € o preenchimento gradiente de cores do
grafico, a parte de cima pode ficar com uma cor e a de baixo com outra.
Devemos calcular os angulos dos trés raios com a linha normal a superficie de
separacao, por exemplo, na célula A1l para o angulo de incidéncia temos a
operagcdo ATAN((C3-E3)/(D3-F3)).

Os numeros que aparecem na quarta linha da planilha apresentada na figura

3.2 ajudam a escolher a extremidade dos raios refletido e refratado, por
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exemplo, na célula F3 temos a operacao (H4-F3)*COS(B11) que representa a
componente “x” do vetor “raio refratado”. O termo (H4-F3) serve para ajustar a
origem do raio refratado e, portanto, a linha de separacao a separacao de cores
usadas no formato gradiente.

A planilha que resulta destes passos € mostrada na figura 3.2.

Figura 3.2: Planilha para o estudo da reflexdo e da refragdo, mostrando o raio incidente, o refletido e o
refratado.
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Fonte: O autor.

Dicas de utilizacdo da planilha:

O comportamento dos raios quando n, > n, apresenta um angulo critico 6, de

incidéncia para que o raio refratado exista, acima desse angulo ele ndo existe. Pela

ny Vs

equacado 3.2 podemos calcular o angulo critico 6, = asen (n—) onde fizemos 6, = >
1

Diminuindo o valor de y; na planilha, aumentamos o valor de 6,;, podemos usar iSso
para aproximar 6, do valor do angulo critico. No momento em que o angulo critico for

ultrapassado o Excel retorna para 6, o valor #NUM!.

3.3. Principio de Huygens e a refracao
O Principio de Huygens diz que cada ponto da frente de onda se comporta

como uma fonte puntiforme, gerando ondas secundarias. Entdo podemos pensar na
secao anterior, ou seja, hum feixe de luz tipo laser, com um Unico comprimento de
onda A, chegando numa interface de separacdo entre dois meios com indices de
refracdo diferentes, e cada ponto da interface onde o laser incide produzindo ondas

esféricas, como mostrado nas figuras 3.3.a e 3.3.b.
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Figura 3.3: Principio de Huygens na refracao.

iy i s

—— —

Figura 3.3.a — Principic de Huygens na | Figura 3.3b Principio de Huygens na
refracdo. Primeira onda secundaria. refraco. Segunda onda secundaria e primeiro

cruzamento de ondas secundarias.

Fonte: O autor.
Podemos analisar dois pontos da interface que irdo emitir as ondas

secundarias, veremos que € o0 necessario para obtermos duas circunferéncias e a reta
tangente a elas cuja inclinacéo respeitara a lei de Snell. Consideremos esses pontos
na interface e separados pela distancia Ay. Vemos que a primeira onda é formada na
parte inferior da interface como na figura 3.3.a, numa posi¢cdo que chamaremos de
Yo1, €ntdo num intervalo de tempo At ela viaja com velocidade v, (meio de n,) uma
distancia R; formando uma circunferéncia de raio R, = v,At. Consideremos agora o
intervalo de tempo At;, onde a mesma frente de onda viaja com a velocidade v; no
meio com n, até a interface, mas numa posi¢cdo mais acima da anterior y,, = yy; + Ay,
e a partir dai viaja no meio com n, com velocidade v, num intervalo de tempo At,

gerando uma segunda onda secundéaria de raio R, = v,At,. Notemos que, At, + At; =

y tgo
U1 !

. A .
At, ou seja, At, = At — At e que At, = pois L = :Tl como podemos observar na
1

figura 3.4.

Figura 3.4: Trés ondas secundarias para o angulo de incidéncia ©
ny a2

Fonte: O autor.
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Com isso, num intervalo de tempo At temos:

Ay tgf
R,=R,(1-— ), .
2 1 ( v, At (3:3)
e da mesma forma,
2Ay tgfo
Ry=R;(1-— —) .
3 1 ( v At (3-4)

A direcdo normal a reta tangente aos arcos de circunferéncias, ou as
circunferéncias, nos da entdo a direcdo de propagacdo da nova frente de onda
composta agora pelas ondas secundarias, consideremos a figura 3.5,

Figura 3.5: Esquema para o calculo da reta tangente a duas circunferéncias.

b X

Fonte: O autor.
O angulo do feixe refratado com a normal a interface entre os meios (0 eixo

x) € § e obtemos:

R, —R R, —R
send = ! 2 =1 2, (3.5)

B8y By
Yo1 + cosg ~ Yo1 cosf

que € a Lei de Snell,

send = 2sené? . (3.6)

U

Assim, o angulo entre a direcdo de propagacao da frente de onda com a

normal (eixo x) é dado por:

Ry — R,
sé = arcsen T . (3.7)

cos@
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As coordenadas do ponto (x,y) da reta tangente a primeira circunferéncia

mostrada na figura 3.5 séo dadas por:

Y = yo1 + Risens, (3.8)
X = Rycos4. (3.9)

Estamos prontos entdo para construir a planilha para esse caso.

Vamos inicialmente definir os valores de velocidade do feixe de luz em cada

meio e a velocidade da luz no vacuo ¢ (escolhemos ¢ = 1) para calcular mais tarde os

indices de refracéo (células A1, B1, C1).

Temos que controlar o intervalo de tempo At com um boté&o.
Consideraremos as trés fontes de ondas secundarias posicionadas no eixo y,
separadas por Ay como Y1, Yoz, Yo3- Precisaremos de um botéo para alterar
Ay.

O angulo do feixe incidente com a normal a interface chamaremos de 6,
entraremos com o valor em graus e o transformaremos em radianos para usar
as fungodes da planilha.

Com a informacdo do angulo de incidéncia e a tg6f precisamos gerar dois
pontos e construir o0 segmento de reta que representara o feixe incidente.
Podemos fixar o ponto de incidéncia na posicao y,,.

Agora vamos criar 0s pontos que representardo as posi¢cdes geradoras das
ondas secundarias (células M2, N2, 02, P2, Q2, R2).

Para tracar os arcos de circunferéncias precisamos calcular seus raios Ry, R,,
R; usando a equacdo R, = v,At, e também (3.3) e (3.4). Estes raios
dependem do intervalo de tempo At. Com 0 mesmo procedimento da seccéo
2.6 do Capitulo 2 tracamos os arcos de circunferéncia para cada raio.
Lembrando que as posi¢cdes no eixo y para os centros das circunferéncias

A
devem estar separados por ﬁ.

Podemos agora calcular a reta tangente aos arcos de circunferéncia e usar a
normal a esta reta como direcdo de propagacéao do feixe refratado.

Para visualizar a inclinagcéo do feixe incidente, podemos tracar um segmento
de reta, perpendicular a frente de onda incidente, terminando no ponto (0, yy4).
Para visualizar a inclinacao do feixe refratado usamos outro segmento de reta,
saindo desse mesmo ponto e perpendicular a reta que tangencia os arcos de

circunferéncia.
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o Também podemos usar a Lei de Snell para calcular a direcdo do feixe
refratado e comparar com o valor dado pela equacéao (3.7).

o Se o feixe viajar de um meio de indice de refracdo maior para um de indice
menor existe um angulo de incidéncia critico 6. no qual o feixe refratado deixa

de existir, ou seja, 6, = g e pela equacéo (3.2),

n

n—:senec =senf, =1, (3.10)
6. = arcsen (n_1>' (3.11)

A planilha para esse exercicio € mostrada nas figuras 3.6:

Figura 3.6: Planilha para o estudo da refracdo com o Principio de Huygens.
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Fonte: O autor.

Dicas de utilizacao da planilha:

Use o botdo que controla a célula D2, ou seja, o tempo, comecando do zero,
vocé percebera que as circunferéncias do Principio de Huygens irdo se formar. No
entanto, enquanto nao houver o cruzamento entre elas, alguns valores da planilha ndo
serdo calculados e o Excel ira colocar #NUM! Para eles. Compare os valores das
células H9 e G5 onde sao calculados os angulos de refracdo, H9 pela Lei de Snell e
G5 pelareta tangente as circunferéncias (Principio de Huygens). Vocé pode fazer esta
comparacao primeiro para v, > v; e depois para v, < v;, num desses casos VOCcé

observara a reflexdo interna total e 0 que acontece com 0s nos.

3.4. Reflexdo em dois espelhos planos ortogonais
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o A regra a ser obedecida é a dada pela equacao 3.1, ou seja, o angulo de
reflexdo formado com a linha normal a superficie refletora € igual ao angulo
de incidéncia. Consideraremos um raio que parte do objeto (fonte) e atinge o
espelho num ponto fixo, mas a posicéo do objeto poderemos variar por botdes.

o Teremos trés raios, um incidente, um refletido no primeiro espelho (eixo y) e
um refletido no segundo espelho (eixo x). Com isso, teremos dois pontos
comuns, um para o encontro do raio incidente com o raio refletido no primeiro
espelho e outro para o encontro do primeiro raio refletido com o segundo raio
refletido (raio de saida dos espelhos).

o Os angulos de incidéncia e de reflexdo podem ser observados na figura 3.7 e
podem ser calculados pelas regras ATAN((B3-D3)/(A3-C3)), ATAN((D3-
F3)/(C3-E3)), ATAN((H3-F3)/(G3-E3)).

o Para observar os angulos de incidéncia e de reflexdo criamos duas linhas de
referéncia, a linha normal ao primeiro espelho e a linha normal ao segundo
espelho. As coordenadas dos pontos inicial e final da primeira linha séo
(xC1,yC1) e (xC2,yC1), e para a segunda linha (xC2,yC2) e (xC2,yC1) (ver
figura 3.7).

A planilha para este caso é mostrada na figura 3.6.

Figura 3.7:Reflexdo em dois espelhos ortogonais.
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Fonte: O autor.
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3.5. Formacéo de imagens nos espelhos planos
A luz que vem de cada ponto de um objeto colocado a frente do espelho é

refletida na superficie espelhada, como a luz diverge de cada ponto vinda do objeto
ela atinge todos os pontos do espelho e € refletida em todas as direcées, por isso é
possivel enxergar a imagem refletida do objeto em todas as posicdes (exceto atrds do
objeto) relativas ao espelho. Na figura 3.8-a € mostrado dois raios que saem das
extremidades do objeto e séo refletidos no espelho, eles delimitam uma regido do
espelho que ao sairem em direcdo ao olho vao atingir a extensdo do olho que pode
perceber luz, fora dessa regidao os raios ndo passam pelo cristalino e ndo podem
alcancar a retina onde a imagem € formada. Assim todos o0s raios intermediarios a
estes dois e que incidem na regido do espelho delimitada por eles fardo parte da
imagem projetada na retina. A imagem do objeto mostrado na figura 3.8.a € entéo
percebida como se estivesse no prolongamento dos raios refletidos, ou seja, como na
figura 3.8.b. A imagem esta numa posi¢ao aparente atras do espelho e numa distancia
(i) igual a do objeto ao espelho (p), para distancias de imagens virtuais adotamos o

sinal negativo e para imagens reais o sinal positivo, podemos escrever entdo p = —i.

Figura 3.8: Percepc¢édo da imagem.
espelho

Figura 3.6.a — Modelo para a percepgao da | Figura 3.8.b — Imagem como se nao tivesse o
imagem em espelho plano. espelho.

Fonte: O autor.
Podemos agora construir a planilha para essas situacoes.

e Necessitaremos de botbes para variar a posicdo do objeto que sera
representado por um ponto.

e Trabalharemos com dois raios saindo do objeto, portanto teremos dois pontos
de contato com o espelho (C1) e dois pontos onde os raios serdo observados
(C2).

e Temos que unir o ponto do objeto com os pontos C1 e criar 0s raios incidentes

gue atingem o espelho.
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e Como o espelho estara sobre o eixo y, ou seja, na posicdo x = 0, podemos
variar as posi¢des dos pontos C1 com um unico botéo para cada raio, alterando
somente a posicao y dos pontos C1.

e Para construir os raios refletidos, segmento de reta que une os pontos C1 e C2,
seré necessario calcular os angulos de reflexado 6, e 6,, por exemplo, para o
caso da planilha mostrada na figura 3.9 6; = ATAN((B4-D4)/(A4-C4)).

e Vamos precisar da posi¢ao da imagem para tracar o prolongamento dos raios
refletidos lembrando que p = —i.

O resultado da construcdo dessa planilha € mostrado na figura 3.9.
Figura 3.9: Planilha para o estudo da formacé&o de imagens em espelho plano.
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Fonte: O autor.

3.6. Espelhos esféricos

Um espelho esférico é constituido de uma superficie refletora com formato
esférico, um hemisfério. A superficie refletora pode ser interna ou externa ao
hemisfério, no caso de ser interna o espelho é dito céncavo, externa é dito convexo.
No espelho concavo os raios podem convergir ou divergir dependendo da posicéo do
objeto em relacdo ao espelho, ja no espelho convexo eles somente podem divergir
independentemente da posicao relativa do objeto. Analisaremos a formacao de
imagens para o espelho céncavo. As imagens e situagdes para o espelho convexo
sao conseguidas multiplicando por -1 a coordenada x do objeto, objeto e imagem

trocam de lado no espelho.
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Figura 3.10: Espelho cdncavo e espelho convexo.

espelho — |
_ — | espelho

Figura 3.10.a — Espelho céncavo. Figura 3.10.b — Espelho convexo.

Fonte: O autor.
Um espelho cbncavo possui alguns pontos especiais para analise das

imagens formadas por reflexdo, o primeiro é o centro de curvatura C como mostra a
figura 3.11, ja que o espelho é um “pedaco” de uma esfera este ponto é o centro da
esfera da qual o espelho € uma parte. O segundo € o vértice v, ou centro do espelho
gue juntamente com o centro de curvatura define o eixo central do espelho, ou seja, a
reta que passa por estes dois pontos. O terceiro € o ponto focal F ou foco do espelho
que se localiza sobre o eixo do espelho na metade da distancia entre o centro de

curvatura e o vértice.

Figura 3.11: Espelho cdncavo.

Fonte: O autor.
Quando temos raios vindos de um objeto localizado em p sobre o eixo central,

mas desviados de pequenos angulos em relacéo ao eixo central do espelho, podemos

usar a equacao (3.12) para determinar a posi¢cao da imagem i:

(3.12)

onde f = - é o foco do espelho e R o raio de curvatura do espelho, ou raio da esfera

N |

gue o espelho faz parte.
Podemos nesse momento fazer a primeira planilha para os espelhos

concavos e simular a equacgéao (3.12).
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e Para construir o hemisfério do espelho podemos fazer o mesmo procedimento
da secc¢dao 2.6.

e Precisamos guardar os valores do centro de curvatura, do ponto objeto que é a
localizacéo do objeto, do ponto no espelho onde o raio vai incidir e do foco.

e Agora podemos calcular a localizacado da imagem via equacéao (3.12).

e Serd interessante poder varia, via botdes, a posicdo do objeto e também do
ponto onde o raio da esfera encontra o espelho e nesse caso podemos usar a

equacgdo da circunferéncia y = R2 — (x —xc)?—yc onde (x.,yc;) sdo as
coordenadas do centro de curvatura e x um valor escolhido por um bot&o.

O resultado dessa planilha esta na figura 3.12.

Figura 3.12: Espelho convexo e o calculo da posicdo da imagem.

A B T D E F G H | J K L M N
1 Circunferéncia
2 R 8 X Yy centro de curvatura| Ponto objeto (p) | Ponto no espelho | Ponto imagem (q) Foco (f)
3| 10 3,1 0,0 2,0 1 | 2 18 | 2 02 | 26 0,7 | 2 05 | 2
4 3,0 0,0 2,1 - a -
5 2,9 0,0 2,2 = = -
6 2,8 0,0 2,3 35 -
7 2,7 0,1 2,4 p 1,8 =—Espelho
8 2,6 0,1 2,5 i 0,7
g 2,5 0,2 2,6 £ 0,5 30 A © Centro de
10 24 0,2 2,6 o i
1 2,3 0,3 2,7
12 2,2 0,4 2,8 1 + 1 = 2 = 1 25 -  Objetop
13 21 0,5 2,8 p t R T s Pontono
14 2,0 0,5 2,9 espelho
15 19 0,6 2,9 2.0 1 * Foco
16 1,8 0,7 3,0
17 1,7 0,8 3,0
15 -
18 1,6 0,9 3,0
19 1,5 1,0 3,0

20 14 1,1 3,0 1,0 . . . .
21 1,3 1,2 3,0 0,0 1,0 2,0 3,0 40
22 1,2 1,3 2,9

Fonte: O autor.

Dicas de utilizacdo da planilha mostrada na fiqura 3.12:

Como o objeto ndo tem dimensao de altura, escolha a posicdo y do ponto
objeto (H3) igual a posicdo y do centro de curvatura (F3). Vocé pode agora testar o
caso em que a posicao do objeto no infinito (uma posicdo muito maior que o raio do
espelho) forma uma imagem no foco do espelho, aumentando o valor da célula G3.
Agora voceé pode ir diminuindo a distancia do objeto até o espelho, veja o0 que acontece
guando o ponto objeto esta sobre o centro de curvatura, o raio deve voltar sobre ele
mesmo. Agora aproxime mais um pouco o objeto do espelho atingindo o foco, o Excel
informa que uma divisdo por zero ocorreu colocando #DIV/0! na célula F8, quando

uma divisao por zero ocorre o Excel coloca o ponto na origem e devemos considerar
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a imagem no infinito. E entre o vértice do espelho e o foco a imagem estaria do outro

lado do espelho, ou seja, € virtual, isso até que se atinja o vertice do espelho onde a

imagem deve se formar também.

Agora analisemos o caso de um objeto com extensao vertical:

Para analisar o tamanho da imagem formada precisamos da ampliacdo, cuja
I .
expressdo matematica é m = y; = —é onde y'e y sdo as alturas da imagem e

do objeto respectivamente. Para evitar a divisdo por zero quando sabemos o
resultado, colocamos a funcdo SE(F7=0;1;-F8/F7) na célula F9 que calcula o
valor de m, é o caso quando p = 0.

Agora vamos representar o objeto por um vetor, pois como veremos a imagem
pode ter orientacdo diferente do objeto. O objeto possui extenséo vertical e
precisamos de um ponto para representar o topo (fim do vetor) e outro para a
base. A imagem sera outro vetor e também sera necessario dois pontos para
representa-la.

Vamos precisar de botdes para variar a posicdo do objeto, também a posicao
de incidéncia do raio que vem do fim do vetor que representa o objeto, e a
posicéo do raio que vem da base do objeto. Estes dois pontos vao delimitar os
outros raios.

Na figura 3.13 é mostrado a planilha para o caso em gue unimos 0s pontos

da extremidade do objeto com a extremidade da imagem, ou seja, fim do objeto com

fim da imagem e base com base. Foi omitido a parte que gera o hemisfério do espelho

por economia de espaco na figura, mas é a mesma da figura 3.12.

Figura 3.13: Formag&o de imagem no espelho concavo para o caso de incidéncia dos raios em um
ponto qualquer do espelho.

Fonte: O autor.
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Na figura 3.14 € mostrado a planilha para o caso em que tragcamos um raio
gue sai do fim (topo) do vetor que representa o objeto, viaja paralelo ai eixo central e
se reflete passando pelo foco do espelho. O outro raio sai do mesmo lugar, ou seja,
do topo do objeto e passa pelo centro de curvatura e se reflete sobre ele mesmo. A
posicdo onde esses dois raios se cruzam coincide com a posi¢ao do topo da imagem.

Figura 3.14: Formacédo de imagem no espelho cdncavo para o caso de incidéncia do raio paralelo ao
eixo central e do raio que passa pelo centro de curvatura.

centro de curvatura Ponto objeto base | Ponto no espelho |Ponto imagem base| Foco (f) Ponto objeto fim | Ponto Imagem fim
1 | 2 1,2 2 0,0 22 09 | 2 05 2] 12 22 09 | 13
2 a a -
- - -
p 1,2
i 0,9 =—Espelho
m -0,7
Y 0,2 © Centro de curvatura
Yy 0,1
@ Imagemg
1,8 e Objetop
1 1 2 1 16
— et —=—== 14 ® Foco
P t R 1 :
1,2
}” i ) . 10 ; . . . . ,
== — -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0
y 4

Fonte: O autor.

Dicas de utilizacdo da planilha mostrada na figura 3.13 e 3.14:

Novamente para um objeto no infinito (p »> R) a imagem deve se formar no
foco, no entanto o tamanho da imagem tende a zero! Sobre o centro de curvatura a
imagem € invertida e tem 0 mesmo tamanho que o objeto. Entre o centro de curvatura
e o foco a imagem continua invertida, mas agora ela é maior que o objeto. No foco a
imagem se forma no infinito causando as divisdes por zero. Entre o foco e o vértice
do espelho a imagem é virtual, direita e maior que o objeto diminuindo de tamanho até

que o objeto esteja no vértice onde o tamanho da imagem ¢€ igual ao do objeto.

3.7. Refragdo em superficies esféricas

Podemos agora analisar como ficaria o caso da seccdo 3.2 para uma
superficie de separacao esférica entre dois meios com indices de refracéo diferentes,
ver figura 3.15. Novamente, para raios incidentes que formem um angulo pequeno
com o eixo central, temos uma equacdo que relaciona a distancia da imagem ao
vértice de separacdo dos dois meios com a distancia do objeto a este vértice. Esta
relacdo vai depender, como era de se esperar, dos indices de refragdo dos meios

envolvidos.
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ng n, MnN,—Nny

P iR (313)

Figura 3.15: Formacdo de imagem em superficie esférica e com meios de indices de refracdo
diferentes.

Fonte: O autor.
Temos nesse caso dois focos, um quando o raio vai do meio com n, para o

meio com n, e 0 outro quando ocorre o contrario:

Ny  MNp—My

?—Tparalplﬁooe R>0, (3.14)
ng _ Np—My .

7— R parai > —o e R<O0 (3.15)

No caso de imagens extensas temos a ampliacdo lateral dada por:

m:y;:_;z_z%_ (3.16)

Podemos agora comecar a construcado de planilhas para este caso, o que
muda em relacdo aos espelhos é o calculo da posi¢cdo da imagem uma vez dada a
posicdo do objeto e a existéncia de dois focos diferentes, um para cada indice de
refracdo. Temos que considerar na equacao (3.16) que quando o objeto esta do lado
esquerdo no caso da figura 3.15 implica que p > 0 e que quando esta do lado direito
da superficie de separacédo p < 0, no entanto estaremos usando a posi¢cdo x = 0
como a localizacdo do vértice, a posi¢ao do objeto tera coordenada x negativa do lado
esquerdo do vértice.

As planilhas anteriores podem ser aproveitadas e acrescentamos os dois

focos f’e f, o resultado € mostrado na figura 3.16.
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Figura 3.16: Imagem em superficie de separagdo entre dois meios com indices de refracéo diferentes.

centro de curvatura ‘ Ponto objeto base ‘Pnntnno lh |Pontn' baael Foco (f) ‘ Foco (f) ‘Pcmtn ﬁml Ponto objeto fim
1 [ 2 [ a2 ] 2 | oo [ 22 | 26 [ 2 | 40 [ 2 [a03] 2 | 26 | 23 | 12 [ 22

s - 3,0 4

Superficie de separagdo
2,8 4 — Objeto -
-

p 1,2 ny 2,6 - ) — imagem
i 2,6
m 1,7
nl 1
n2 13 °
Y 02 - — - Série7
Yy 0,3

©  Centrode curvatura

o focof

o focof

nq Mg Ng—Tq1
—t ==
P i R

-4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

Fonte: O autor.

Dicas de utilizacdo da planilha:

Podemos comecar com o objeto indo para o infinito negativo (|p| > |f]), a
imagem invertida tende a se formar no foco f' com tamanho zero. No foco e ir
aproximando do foco f temos uma imagem no infinito, direita e virtual. Entre f e o

vértice existe a posicdo em que a imagem se encontra em f, para esse caso i = —f

2
R P . ;. . . R
e p= 7211 . No vértice a imagem é igual ao objeto e podemos evitar a divisdo por

nz;—-ni

zero colocando na célula F9 para o valor de m a funcdo SE(F7=0;1;-
(F10/F11)*(F8/F7)) que atribui a m o valor 1, ja que pela equacdo 3.13 i = 0 parap =
0. A planilha também serve para a posicdo do objeto com valores positivos
(localizacdo positiva), mas temos que lembrar que para os calculos temos que
considerar p < 0, um caso a ser observado € a posi¢cédo do objetoem x =R (p = —R)

que implicaem i = R e aimagem é direita e menor que o objeto. Com o objeto em f',

. , . . . . n3R
ou seja, p = —f' temos a imagem direita € menor que o objeto com i = —*—.

ns-n

3.8. Lentes Delgadas
Sao consideradas lentes delgadas quando a maior espessura da lente € menor
que as distancias focais, raios de curvatura, distancia do objeto e distancia da

imagem. Examinaremos agora a lente biconvexa mostrada na figura 3.17.
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Figura 3.17: Lente biconvexa imersa num meio de indice de refracédo na.

ny 2 Ny
Ry

C, G

Fonte: O autor.
As distancias do objeto p, da imagem i, dos dois centros de curvatura C; e C,

dos dois focos f; e f, a serem consideradas sdo medidas em relagdo a origem O. A
equacao que relaciona a distancia do objeto com a da imagem € a equacéao (3.17),
conhecida como equacdo dos construtores de lentes, que depende dos indices de
refracdo do meio (n,) em que a lente esta imersa e do indice de refragdo do material

da lente (n,). Também temos que considerar a convencdo R, < 0 e R; > 0.

1+1 ( 1)(1 1) 1 1 3.17)
p 1 2t Ry R i f
~ , . . Nnp,—mq
Na equagéo (3.17) o indice relativo ny,; = E—
1

A ampliacdo lateral m é a razdo entre a altura da imagem vy pela altura do

objeto y e é dada pela equacao (3.18):

y"
m=—=-—. 3.18
> (3.18)

e Paraa construcdo da planilha lembramos que os hemisférios das lentes podem
ser obtidos fazendo o mesmo procedimento da secg¢ao 2.6, considerando um
raio do hemisfério positivo e outro negativo, o que pode ser visualizado na figura
2.15 onde selecionamos alguns pontos das duas circunferéncias para o gréfico.

e Nesse exemplo a origem da lente ndo esta obrigatoriamente na origem do
sistema de coordenadas (0,0), isso exige que usemos um valor de distancia do
objeto e da imagem para o célculo usando a equagéo (3.17) e outros valores
para plotar o objeto e a imagem no grafico. Por exemplo, na figura 2.15
podemos perceber que a distancia do objeto assume os valores -2,7 e 7,2, ou
seja, o primeiro valor € o que sera usado para localizar o objeto no grafico e o
segundo valor (7,2) é o que deve ser usado na equacao (3.17) como a distancia

até a origem O para obter o valor i = 6,2. Entretanto, esse valor de i é a
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distancia a partir da origem, ou seja, para colocarmos a imagem no grafico
temos que somar 4,5 que € a posi¢cao da origem da lente no grafico.

e Paraencontrar a origem da lente podemos usar a figura 3.18, onde percebemos
que O = C; — x4 € que,

xl + xZ = Cl - CZ ) (319)
e, também que,
R? —x} =R> — x3. (3.20)

Lembremos que agora R, € somente a hipotenusa de um triangulo retangulo

e deve ser considerado positivo, a equacao (3.20) pode ser escrita como:

R% - R% = (X3 —x1)(xz + x1), (3.21)
ou,
RZ — R?
é_cjzxz—h, (3.22)

e agora usando (3.19) em (3.22) obtemos:

_1(6 = C)? = (Ry = Ry)?

3.23
172 € - Cy) (829
Finalmente obtemos a localizacdo da origem da lente:
1(C; —C,)?— (R, — Ry)?
o—c  LG=GF =R =R (3.2

2 (€1 —C3)
O valor de x; e x, na figura 3.19 estédo representados por xC1 e xC2 nas
colunas F e G na linha 20.

Figura 3.18: — Esquema para equacionar a localizagéo da origem O da lente.

R2 Rl

X3 X1

Fonte: O autor.
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Figura 3.19: Imagem em uma lente delgada convergente.

A B C D E F G H | J K L M N 0 P Q R s

1 R2-= ‘ -2,0 R1-= ‘ 2,0 centro de curvatura 1

2 Circunferéncia2 | Circunferéncial Cx Cy Ponto objeto base |Ponto imagem base Foco f(f2) Foco f (f1) Ponto Imagem fim | Ponto objeto fim

ER:] x y2 x1 y1 6 2 27 2 5,2 2 33 2 33 2 10,7 \ 15 2,7 \ 15

4| 31 50 2,0 40 70 | centrodecurvatura2 | 72 10,7 12 78 5
N . :

50 30 50 18 10 - 3 | 2 A A L1 e (l . )_ 1 1 - Y _ _i N

6| 29 50 16 40 - % v e —t == |====

7] 28 | a3 | 14 | a1 . P 72 poiom \Ry R T Y p =

3| a7 4,8 12 42 v i 6,2

9| 26 48 10 42 30 m 03 4+ Cortl

10 25 47 09 43 31 nl 1

1] 28 [ a5 | o7 [ a5 | 33 n 13 35 4 Conat?

12| 23 14 0,6 46 34 ¥ 06 w0 o

12 22 42 04 48 36 Y 05 [ o

14 21 41 03 49 37 21 13 o —. Y i L — Imagem

15 20 3,9 02 5,1 38 Cx1-Cx2 = 3 I B -

16| 19 37 01 5.3 39 | (0doQf=] 9 0 . i s Origem

7| 18 35 01 55 39 |(IR*RF=| 0

18] 17 13 00 | 57 | 40 | RRZ= 0 15 (. o0

18 16 31 0,0 53 4,0 xC1 X2 10 Vo -

0] 15 29 0,0 6,1 4,0 15 15

1) 14 27 0,0 63 40 Origem o

2] 13 | 25 | 01 | 65 | 39 " 30 10 10 30 50 0 30 10

312 24 01 6,6 39 5 | 2

Fonte: O autor.

Dicas de utilizacao da planilha:

Comecando com o objeto na posigao de “infinito negativo” veremos que a imagem é
real, invertida e se forma no foco f; com tamanho igual a zero, quando o objeto
ultrapassa o foco f, a imagem se torna virtual e direita. No vértice a imagem ¢€ igual
ao objeto, o que podemos ver removendo a divisdo por zero (como feito nas planilhas
anteriores). No caso de mudarmos o objeto para o lado direito da lente , devemos usar
a imagem como se fosse o objeto e vice-versa, a ampliacdo também deve ser
invertida.
3.9. Interferéncia de duas ondas

Ja vimos no capitulo de Mecéanica a soma de duas ondas progressivas vindas
do mesmo ponto, agora precisamos investigar um ponto do espaco que recebe duas
ondas vindas de lugares diferentes. Isso porque usaremos raciocinios semelhantes
para analisar os fendmenos de interferéncia e difracdo de ondas eletromagnéticas.

Iniciamos entdo por duas ondas planas, cada uma monocromatica transversal
e progressiva, semelhante a se¢éo 2.9 do Capitulo 2, elas terdo a mesma frequéncia
e mesmo comprimento de onda, também mesma constante de fase. Apesar das ondas
eletromagnéticas possuirem campos elétricos e campos magnéticos, as forcas
elétricas na interagdo dessas ondas com os elétrons de um anteparo, por exemplo,
sdo extremamente maiores que as forcas devido a interacdo magnética e podemos

observar somente 0 que acontece com o campo elétrico.

E (x,t) = Eysen(kx — wt), (3.25)
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E,(x,t) = Eysen(kx — wt) . (3.26)
A situacdo que desejamos investigar € ilustrada na figura 3.20.

Figura 3.20: Duas ondas planas de mesma frequéncia séo analisadas num ponto do espaco, elas séo
emitidas de posi¢Oes diferentes.

3.0

Fonte: O autor.
Podemos construir um grafico de duas funcbes como as dadas pelas

equacoes (3.25) e (3.26), colocar a origem da segunda delas numa posicéo y,, € a
da outra na origem do grafico. Depois disso podemos aplicar a todos os pontos da
primeira funcéo uma rotacdo de um angulo a; em torno do eixo z (figura 3.21.a), e aos

pontos da outra fungcdo uma rotacao de a, (figura 3.21.b).

Figura 3.21: Rotacado das coordenadas do ponto P em torno do eixo z.
¥ y

p v = Rzenl(f + a) + ¥4

vi=Rsen(ft+a)l ccee=a=

" = Reos(f + a)

Figura 3.21.a — Rotacio das coordenadas do | Figura 3.21b — Rotacio das coordenadas do
ponto P em tormo do eixo 2. ponto P em tormo do eixo z para a segunda onda.

Fonte: O autor.
Da figura 3.21.a observamos que:

x1 =Rcos(@+a) =Rcosfcosa —Rsenfsena, (3.27)
y1 =Rsen(@+a) =Rsenfcosa + Rcosfsena, (3.28)
X1 = Rcos@, (3.29)
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¥, = Rsen@. (3.30)

E da figura 3.21.b observamos que:

x3 =Rcos(6 +a) =Rcosfcosa —Rsenfsena, (3.31)

v, = Rsen(6 + a) + yo, = Rsenfcosa + RcosfOsena + yg,, (3.32)
X, = Rcos@, (3.33)

Y2 = Rsenf + y,, . (3.34)

A rotacdo de um angulo a € conseguida entdo com as transformacdes:

X1 = X;C05Q — y,sena, (3.35)

y1 = x;Sena + y;cosa, (3.36)

X5 = xyc08a — (Y, — Yo2)Sena,, (3.37)

Y3 = Yoz + xysena + (y, — Yoo )cosa . (3.38)

Podemos agora construir a planilha para este caso.

Precisaremos de botdes para controlar as retas que serdo as guias para as duas
ondas, ou seja, precisamos das inclinacdes das retas e dos pontos onde cortam
0 eixo vertical, y(x = 0). Lembrando que as fungdes COS(num) e SEN(num)
retornam 0O cosseno e 0 seno, respectivamente, de um angulo “num” em
radianos, como estamos mais acostumados a tratar angulos em graus podemos
usar o angulo em graus e transforma-lo em radianos com a funcédo
RADIANOS(graus). Iremos usar nessa planilha a tangente, o0 seno e 0 cosseno
do angulo de rotacdo, além disso € interessante poder controlar também a
constante de fase de cada onda (sec¢éo 2.3, equacéo 2.7 do capitulo 2).

Os valores de x para a construcao do grafico devem ser proximos para que o
formato das ondas nao fique distorcido, chamamos de “passo de x” na planilha.
Agora precisamos gerar 0s pontos que sofrerdo as rotacfes, ou seja, 0S pontos
das fun¢Oes de onda dadas pelas equacdes (3.25) e (3.26), entretanto usaremos
a notacdo y ao invés de E, pois E é a componente vertical da onda. Assim, na
coluna B a partir da linha 11 teremos os valores de x e na coluna C a partir da
linha 11 os valores de amplitude da primeira onda y(x,t) = sen(kx — wt), ou
seja, SEN(B11-A$11+C$8) e a amplitude, o nimero de onda k e a frequéncia w
foram escolhidas com sendo igual a unidade. Na coluna G temos os valores para

a segunda onda.
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A reta guia para a onda construida no passo anterior € dada pela equacao da
reta y = xtga, assim a onda serpenteara essa reta.

Usando as transformac6es dadas pelas equacdes (3.35) e (3.36) construimos as
colunas E e F a partir da linha 11 que sdo as rotacdes dos pontos criados no
passo 3.2.4, ou seja, a nova onda tem uma inclinacdo «, e parte da origem do
grafico (0,0).

Temos que ter um botdo para poder evoluir a variavel tempo, o que é feito na
coluna A linha 11.

Para a seqgunda onda podemos usar 0S mesmos pontos x, mas precisamos de

outra coluna com a onda a ser rotacionada. Usamos a coluna G a partir da linha
11 para isso.

A nova reta guia entdo usa o angulo de rotacdo a, e aequacaoy = y,, + xtga,.
Agora usando as transformacbes dadas pelas equacdes (3.37) e (3.38)
construimos as colunas | e J a partir da linha 11 que s&o as rota¢c6es dos pontos
criados no quarto passo, ou seja, a hova onda segue uma inclinacdo a, e parte
da posicao (0, yy,).

Agora podemos tratar do ponto onde as retas se encontram, o qual sera o ponto
de interesse para observarmos a interferéncia das duas ondas. Esse ponto (x, y)

satisfaz as duas equacdes das duas retas, ou seja:

X = Yo2 — Yo1
PTa— (3.39)
. Yo2tgas —yoitga,
RiErr—— (3.40)

Com o ponto (x,y) de encontro das retas dados pelas equacdes (3.39) e (3.40)
encontramos os valores das amplitudes das duas ondas antes da rotacdo, ou
seja, y,=sen(x*—t) e y,=yp+sen(x*—t) e entdo aplicamos as
transformacdes dadas pelas equacbes de (3.35) a (3.38) obtendo as
coordenadas verticais de cada onda y; e y;. Agora precisamos saber a amplitude
de cada onda em relacdo a sua reta guia e obtemos isso por fazer a as diferencgas
y;1 —y* e y, —y*. Finalmente, lembrando que essa amplitude representa o
modulo do vetor campo elétrico, por exemplo, num anteparo vertical, para somar
as ondas precisamos decompor suas componentes no eixo no eixo y, ou seja,
Eiy = (y; — y")cosay, assim como E,, = (y, — y*)cosa,. O angulo a € mostrado

na figura 3.22.
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Figura 3.22: Esquema mostrando o angulo para decompor o vetor campo elétrico.
}l

Fonte: O autor.
As componentes do vetor campo elétrico resultante sdo entdo dadas por:

Ex = Elx + EZX ) (341)
Ey = Ely + Ezy . (342)

O modulo do vetor campo elétrico no ponto de encontro das retas guias é

3.43
E = /Ex2+Ey2. (3.43)

e Considerando o caso das constantes de fase nulas, podemos analisar a

dado por:

amplitude da onda resultante pela diferenca de caminho |L, — L;| que as duas
ondas percorrem até chegarem ao ponto de encontro. Se a diferenca for igual
a um numero inteiro de meios comprimentos de onda a interferéncia sera
destrutiva, se for igual a um namero inteiro de comprimentos de onda a

interferéncia sera construtiva.

L~ L] =>2 com m=123.. interferéncia destrutiva (3.44)

|L, — L] =mA com m=0,1273.. interferéncia construtiva (3.45)

O resultado final da planilha é mostrado na figura 3.23.
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Figura 3.23: Planilha para o estudo da interferéncia de duas ondas transversais, monocromaticas e
progressivas.

A B C D H B G H | 1 K L vl N
Onda1l Onda 2
Passo de x T 2 @ graus
o rad 0,03 « rad
tga 0,03 tga
sena 0,03 sena

cosa 1,00 cosa
Yo 0 Yo
Cte Fase 1] Cte Fase

R T SRR SR

x y1

0 0,0 0,00
0,1 0,1 0,00
0,2 0,2 0,01
14 0.3 0.3 0,01 y >
15 0.4 0.4 0,01
16 0,5 0,5 0,02
17 0,6 0,6 0,02
13 0.7 0.6 0,02
19 0,8 0,7 0,03
20 0,9 0.8 0,03
21 1 0.8 0,03
22 1,1 0,9 0,04

]
4 o]~

Eonte: (@] at]for.

Dicas de utilizacdo da planilha:

Escolhendo «a graus para a onda azul e para a vermelha estamos escolhendo
0 ponto onde os calculos de interferéncia seréo realizados, podemos entdo variar 0
tempo e ver o que acontece com a amplitude do campo elétrico resultante “Mdédulo Et”
na célula L10. Podemos escolher uma diferenca de caminho nula, como por exemplo,
Aol = —Qermelho € CONStante de fase nula, deveriamos ter pela equacédo 3.45 um
maximo de interferéncia. No entanto, ao variar o tempo o valor do Modulo Et varia de
proximo de zero a proximo de dois! Escolhendo ainda uma constante de fase igual a
7 ao variar o tempo o valor do Mddulo Et varia de préximo de zero a proximo de 0,17!
Entdo percebemos que as equacdes 3.44 e 3.45 valem para o valor médio no tempo
do campo total na posi¢do escolhida, o que faz sentido quando observamos, por
exemplo, os maximos em um experimento de fenda dupla, pois a luz oscila muito

rapido (~10*Hertz) e ndo temos condi¢des de observar a sua variagdo no tempo.

3.10. Intensidades no problema de interferéncia em fenda dupla

Podemos usar o que foi apresentado na seccao 3.3 para tratar o experimento
para a interferéncia em fenda dupla. Consideremos entdo duas ondas
eletromagnéticas partindo uma de cada fenda. Entdo, uma regido de interferéncia
construtiva, dessas duas ondas num ponto P de um anteparo ocorrera se, a diferenca
de caminho entre elas, até o ponto P, for igual a um nimero inteiro de comprimentos

de onda, como mostrado na figura 3.24.



65
Figura 3.24: Diferenca de caminho entre duas ondas.
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Fonte: O autor.
Se as intensidades dos campos elétricos das duas ondas sdo dadas por,

E, (x,t) = Eysen(kx —wt), (3.46)
E,(x,t) = Eysen(kx — wt + @). (3.47)

O campo elétrico resultante num certo ponto do espaco sera igual a soma
Ei(x,t) + E;(x, t):

E =E (x,t) + E;(x,t) = Eysen(kx — wt) + Eysen(kx — wt + Q). (3.48)

Esta soma pode ser realizada com auxilio da relacao:
A+ B) (A - B>
>—)cos\——),

onde, A =kx —wteB = kx —wt + @, com iSSO temos:

sen(A) + sen(B) = 2$en<

E = 2E,sen (kx —wt + 9) cos (9> (3.49)
2 2
A intensidade da energia elétrica que chega num ponto x € proporcional ao
guadrado da amplitude do campo elétrico, ou seja:
Q)>]2 (3.50)

| x [ZEosen(ka — 2wt + @)cos (E

As variacdes, tanto espaciais quanto temporais de ondas eletromagnéticas na
regido do espectro visivel sdo muito rapidas, em um segundo por exemplo o campo
elétrico da luz vermelha varia 10* vezes com um comprimento de onda 1 =~
0,0000006 metros, ou seja, em um milimetro temos quase 1700 comprimentos de

onda. Entdo o que vemos no anteparo é o valor médio dessa intensidade. O valor

médio de sen?(2kx — 2wt + @) € =, assim,

N | =
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I < 2Ey*cos? (g) (3.51)

No caso da onda representada pela equacao (2.52) a intensidade no anteparo
2
devido a uma das ondas é dada por [, < E7° temos:

é = 4cos? (g) (3.52)

Podemos explicitar a dependéncia da constante de fase @ com o angulo de
observacédo no anteparo pela relacao:

constante de fase _ diferenca de caminho (3.53)
27 B A ’

onde A € o comprimento de onda das ondas, ou seja,

2 B dsen0 (3.54)
21 A

onde d é a distancia entre as fendas.
Finalmente obtemos a distribuicdo angular de intensidades para os maximos

de interferéncia:

I = 4lycos? (ndsen@)I (3.59)
Podemos agora construir uma planilha para simular a equacéo (3.55).

e Vamos precisar varrer o angulo 6 para varios valores, podemos usar o intervalo
—><0<>.

e Temos que ter uma célula para o valor da intensidade I,.

e Também temos que ter os valores de 4 e d, nesse caso é interessante poder
variar o comprimento de onda com um bot&o.

e Aintensidade resultante da interferéncia entre as duas ondas é calculada entéo
pela equacao (3.55).

e Temos condi¢des entdo de tracar o grafico da intensidade em fung¢éo do angulo
0.

e Einteressante inserir no gréafico a localizacio dos maximos m de interferéncia,

ja que eles devem estar localizados nas intensidades maximas. Para isso,
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temos que variar m a partir de seu valor maximo dado por m,,5, = 0, i% e que
€ obtido da necessidade de senf < 1. A localizagdo desses maximos é dada
pela coordenada horizontal 8 = arcsen (m g) e podemos usar 41, como sendo
a coordenada vertical.

O resultado da planilha é mostrado na figura 3.25.

Figura 3.25: Distribuicao de intensidades como funcdo do angulo de observacéao.
J

A B T D E F G H I K L

2 | B(graus)| 8 [rad) In | h1d | A | d I m 8 maximos (rad) | 8 maximos (graus) 4l |m\£dﬁ\|
3| 90 | -15708 1 |3,141593 [ 3,00£-07 [ 1,006-06 | 1,00e/00 |  -15 #NOM! H#NUM! 4 3
4 | -89,427 | -1,5608 5 1,00E+00 |  -14 #NOM! H#NUM! 4

5 | -88,8541 | -1,5508 - 1,01E+00 |  -13 #NOM! #NUM! 4

6 | -88,2811 | -1,5408 - 1L02E+00| 12 #NOM! #NUM! 4

7 | 87,7082 | -1,5308 _dsend> 1,03E+00| 11 #NQML F.!NkEIM'. 4

8 | 87,1352 | -15208 | [ = 4], cos® ( ) 1,056+00|  -10 #NUM! #NUM!E 4

9 | -86,5623 | -1,5108 1,07E+00 -9 ENOM! #NUM! 4

10 | -85 a@a2 1 snne 1 nacenn -8 #NUM! a#NUM 4

11 -85 40 7 #NUM! #NUMI 4

12| -84 -6 #NOM! HNUM! 4

13| -84 -5 #NOM! HNUM! 4

14| -83 -4 #NOM! anom! 4

15| -83 3 1,12 -64,16 4

16| -82 5 2 0,64 -36,87 4

17| 81 & -1 -0,30 17,46 4

18] 81 £ 0 0,00 0,00 4

19| -80 1 0,30 17,46 4

20| -80, 2 0,64 36,87 4

21 ﬂ =— |ntensidade 3 1,12 64,16 4

22| -79 Maximos 4 #NOM! HNUM! 4

| 78 W & 40 2 0 2 4 06w 10— #NL?M" #NQML 4

24| -T7.. S e e 33 #NUM! HMUME 4

Fonte: O autor.-
Dicas para a utilizacdo da planilha:

Podemos testar os limites para a relagcdo entre comprimento de onda e
distancia entre as fendas, ou seja, para A > d somente 0 maximo central deve existir.
Na célula L3 € mostrado a parte inteira da razdo d/A e o nUmero de maximos é entéao
duas vezes esse numero inteiro mais o zero do maximo central, pela simetria do

problema temos maximos com m > 0 e maximos com m < 0.

3.11. Intensidade para a difracdo em fenda Unica.

Anteriormente consideramos que somente uma onda atravessava uma fenda,
ou seja, a fenda era muito pequena, mas agora vamos considerar que a fenda é
extensa e muitas ondas passam por ela ao mesmo tempo. A largura da fenda deve
ser maior que o comprimento de onda da onda (monocromatica e coerente) incidente
sobre ela, a figura 3.26 mostra uma fenda de largura a e o0 anteparo onde s&o
observadas as ondas esta muito longe da fenda, ou seja, a distancia D do anteparo

as fendas € D > a. Este caso é conhecido como difragdo de Fraunhofer.
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Figura 3.26: Fenda Unica de largura a, anteparo muito distante da fenda.

i

Fonte: O autor.
Fazendo b =§ podemos considerar que se uma onda saindo da parte

superior da fenda interferir destrutivamente com outra saindo de b, todas as outras
ondas da parte de cima da fenda teréo interferéncia destrutiva com as de baixo, pois

as diferencas de caminho sdo as mesmas.

O primeiro minimo do espectro de difracdo ocorrerd em %sen@ = ’% ou seja,
asenf = 1. (3.56)

Além disso, toda vez que separamos a largura a em um numero N par de

. . . . . A
partes iguais, se o raio da parte de cima de uma das partes estiver defasado de > do
raio da parte de baixo ocorrera interferéncia destrutiva em toda a fenda, e teremos um

. . ~ A a A .
minimo de difracdo num angulo em que Nsene =, 0u seja,

N
asenf = —21. (3.57)
2
onde N = 2,4,6, ...
Ou entdo fazemos m = g e teremos:
asenf = mA. (3.58)

onde m = 1,2,3 ... localiza os minimos.

Agora podemos analisar a distribuicdo de intensidades dessas ondas no
anteparo. Considerando as diferengas de fase @ e de caminho ysen6f, semelhante a
equacao (3.54), entre a primeira onda na parte superior da fenda e outra numa

distancia y temos:

2
Q= —nysene ) (3.59)
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Além disso, E(x,®,t) = Eysen(kx + wt + @) e para descobrirmos qual € o

campo total gue chega em ponto P do anteparo em uma posi¢cao dada por 8, temos

que resolver a integral:

[ EGy', ©)dy’ (3.60)
N

Et(x'y' t) =

gue é o valor médio de campo elétrico que chega em um ponto do anteparo localizado
em y, a variavel de integracdo y' é contabilizada na fenda. De (3.59) obtemos a
dependéncia de dy’' com d@, ou seja,

__ A (3.61)
" 2msen@ a0.

dy
Com essa mudanca de variaveis a equacéo (3.60) torna-se:

A

(3.62)
2masenf

ZTnasenQ
E:/(x,0,t) = j Egsen(kx + wt + 0)d9 .
0

O angulo 6 esta relacionado a y por tgf = % e resolvendo (3.62) temos,

AEO 27T
E/(x,0,t) = —— [co s (kx +wt + —asen9> —cos(kx + Wt)]. (3.63)
2masend A

. . A+B B—-A
E usando a identidade cosA — cosB = ZsenTsen — obtemos:

2kx + 2wt + ZTT[asenQ

s (Gasend)|. (.64
—vond | 5" > sen (5 asend )|. (3.64)

Et(x, 9, t) =

E analogamente a (3.50) temos para a intensidade no anteparo:

2

sen (% asenH) . (3.65)

AE, \? 2kx + 2wt + ZTnasenH
I(x,0,t) « ( ) sen
masenf 2

O valor médio dessa intensidade é entédo dado por:

sen?a (3.66)

)

1 2
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T
onde a = zasen@.

Comparando com a intensidade maxima para o caso de a =0, ou seja, 0

maximo central, temos finalmente:

sena (3.67)
I(a) = Lpsx Tz
Estamos prontos para construir a planilha para o estudo da figura de difracédo
em fenda simples. Podemos usar a planilha da secao anterior substituindo I, por I,,,4
e d por a. Lembrando que agora serdo avaliadas as posicées dos minimos que podem

, . - P . a
ser colocados em y = 0 . O calculo do maior minimo é feito por m < -

=7
O resultado desta planilha é mostrado na figura 3.27.
Figura 3.27: Figura de difracdo em fenda simples.
B C D E F G H I J K L M
2 | 0 (rad) o L A a o I m B minimos (rad) | 8 minimos (graus) |[Referéncia| |m|< a/A
3 | -1,5708 1 3,141593 | 2,40E-07 | 1,00E-06 |-1,31E+01| 1,46E-03 | -15 #NUM! #NUM! 0 a
4 | -1,5608 4 -1,31E+01| 1L,A6E-03 | -14 HNUM! #NUM! 0
5 | -1,5508 - -1,31E+01| 1,45E-03 -13 #NUOM! #NOM! 0
6 | -1,54n8 hd LIE0 -1 31FE+01] 1 43F-n3 17 #NLEIM'. #NLEIMI' 0
7| -15 ENUM! #NUM! 0
8| -15 ENUM! #NUM! 0
9| 15 1,005+00 —e—Intensidade ENUM! #NOM! 0
10 E Minimas ENUM! #NUM! 0
1] -14 ENUM! #NUM! 0
12) 14 ENUM! #NOM! 0
13| -14 & ENUM! #NUM! 0
14 14 @ -1,29 -73,74 0
15| 14 £ 0,80 46,05 0
16| -14 -0,50 -28,69 0
17] -14 -0,24 -13,89 0
18] -1.4
19 -14 T — — 0,24 13,89 0
20| -1,4 10 40 &0 a0 100 "p 50 28,69 0
21 E 5 0,80 46,05 0
22| -1,3 o o , , 1,29 73,74 0

Fonte: O éutor.



